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INTRODUCTION. 

L E s Mathématiciens , tant anciens que modernes , fe font occupés avec tant de 
foin des Triangles , qui font les plus lîmples des Figures rectilignes eu égard au 
nombre de leurs côtés , qu’ils paroirtent avoir epuifé les propriétés nombreufes & 
remarquables de cette dalle de Figures. Au contraire , ils fe font peu occupés des Figures 
re&ilignes en général j 6c fi on omet les Propofitions relatives à la réduâibilité de toute 
Figure rediligne en un Triangle , en un Kedanglc , 8c enfin en un Quarré; aux valeurs 
des fommes de leurs Angles tant intérieurs qu’extérieurs , 3c enfin celles fur le rapport 
qui règne entre les Figures femblabîes ; on n’a , je crois, fur ces Figures aucune pro- 
priété générale. Les Figures régulières, les fymmetriques , 8t celles qui font inferipti- 
bles ou circonfcriptiblcs au Cercle , qui ont occupé davantage les Mathématiciens, 
ne font que des dalles particulières qui n'appartiennent pas à une Polygonométrie 
générale. 

La rédudion d’une Figure rediligne en un Triangle, en lui ôtant fuccelîivement un 
côté fans changer fa furface , exige un nombre d’opérations fucceflives & dépendantes 
les unes des autres , d'autant plus grand , que cette Figure a un nombre plus grand de 
côtés ; & le refuitat final eft d'autant plus incertain , que ce nombre d’opérations eft 
plus grand. Auflî cette rédudibilitc qui devroit être d’une fi grande utilité dans la Pra- 
tique , approche d’être un objet de pure théorie pour peu que le nombre des côtés 
foit grand. En particulier , fi on applique le calcul à cette fuite d'opérations pour 
trouver les dimenlions du Triangle dans lequel la Figure a etc réduite, & pour eftimer 
fa furface d’après ces dimenfions , on eft obligé de calculer un grand nombre de Lignes 
8c d’Angles étrangers au but principal , & de le faire avec une exaditude qu'on peut à 
* peine attendre des calculs faits avec les Tables trigonométriques ordinaires. La divifion 
d’une Figure en Quadrilatères par des Diagonales peut être moins fujette aux incon- 
véniens qui découlent de la dépendance des calculs ; mais elle exige auflî des opéra- 
tions étrangères , tels que les calculs de ces Diagonales , & des Perpendiculaires qui 
font abailTées fur elle depuis les fommets de la Figure. 

Ce» confédérations me faifoient défîrer depuis long-tcms de pouvoir calculer immé- 
diatement la furface d’une Figure rediligne dans celles de fes parties qui la déterminent , 
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qu’on peut regarder comme principales 5c cffcnticllcs ; favoir, tes Côtés Sc Tes Angles, 
fans être oblige de calculer plufieurs Quantités fouvent étrangères au but principal. 

J'ai eu la fatisfa&ion de voir le fuccès répondre à mes dclirs. La Formule que je 
trouve pour l’cxpreflion de la furface eft fymmétrique, très- fimple & facile à retenir. 
Savoir : Le double de la furface d'une Figure rectiligne efl égal à la fomme des 
Rectangles de fes Côtés deux à deux , excepté un , par les ftnus des femmes des 
Angles extérieurs compris entr'eux. L’égalité des cxpreiïions de cette furface , fuivant 
qu’on omet tel ou tel de fes Côtés , fournit fur les Figures rcéfilignes en général des 
propriétés , non-feulement curieufes 6c intéreffantes , mais encore fécondes en 
applications. 

Dans le développement de cette matière , j'ai cru devoir fuivre la marche de l’in- 
vention à-peu-près telle qu’elle s’eft préfentée à mon efprit. En üfant les Ouvrages 
fublimes d’un grand nombre d’Autcurs originaux, le Leéfeur doit fouvent regretter 
d'ètre réduit à être prefque pafllf. Fn voilant la marche de leurs découvertes, ils exci- 
tent d'autant plus l'admiration; je dirai mieux, l’étonnement de leurs Le&eurs, qu’ils 
l’ont fait avec plus d’art; mais auffi ces derniers en retirent d'autant moins de fruit , ils 
forment d'autant moins leur efprit à l’invention , & fc.rendcnt d’autant moins propres 
à de nouvelles decouvertes. * , 

Ne nous le ditTimulons point. Malgré les efforts de tant de Philofophes pour preferire 
des Règles à l’efprit humain, c’eft par l’exercice bien plus que par leurs préceptes que 
nos facultés fe développent. Tout particuliérement; l’cfprit d'invention, le génie créa- 
teur naît , fe forme 8c fe perfectionne , en fe prôpofant des modèles à fuivre , de grands 
Maîtres à imiter. Le tableau de la marche par laquelle un efprit inventif a été conduit 
à quelque découverte , eft infiniment plus propre à fervir de guide dans un pareil exer- 
cice j que ne peuvent l’étre des Règles générales toujours vagues 6c abftraites fi on ne 
développe pas le fil par lequel on y a été conduit. En vain un Auteur moderne répète-t-il 
à chaque page d’un Ouvrage deftiné à fervir de Logique pratique, que l’Analyfe eft le *■ r 
principe de toutes nos connoiffances ; pour que fes Leçons aient quelque utilité , elles 
doivent être appuyées fur des exemples d'Analyfcs bien faites 8c développées avec foin. 

Je ne me flatte pas que la marche que j’ai fuivie foit la plus fimple , la plus abrégée 
de celles qu’on peut fuivre en traitant la même matière ; mais il fuffit que ce foit 
réellement la marche qui m’a conduit à une découverte ( quelque petite qu’elle foit ) , 
pour que j’aie cru ne devoir pas l’abandonner dans fon développement. Hcureufement 
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les Mathématiques font , ou du moins peuvent être, à l’abri de l’erreur. Mais dans 
les fcicnces qui ne font pas fufccptibles de leur cxaâitude , je voudrois que les Au- 
teurs qui nous tranfmettent des découvertes intéreffantes, ne nous cachaffent , ni leurs 
tentatives infruâueufcs,ni les erreurs par lefquellcs ils ont palfé, avant de parvenir à la 
vérité qu’ils croient avoir faille. Mais je crains de pouffer trop loin cette digreflion, & 
je reviens au plan de cet Ouvrage. 

Le Chapitre fécond eft un Traité de Polygonométrie proprement dite, corrcfpon- 
dante à la Trigonométrie. Savoir, connoiffant dans une Figure reâiligne des Côtés 
ou des Angles en nombre fuffifant pour la déterminer , je me propofe de calculer 
immédiatement les Côtés 8t les Angles reftans déterminés , mais non-donnés. 

Un® Figure reâiligne pouvant toujours être décompofée en Triangles , les calculs 
à faire fur la première paroiffent devoir fe réduire toujours à des calculs à faire fur les 
derniers 5 8t par conféquent, il peut paroître inutile de faire de la Polygonométrie une 
fcicnce détachée de la Trigonométrie. J’efpcre que la Icâure de cet Opufcule montrera 
le foiblc de cette affertion, quel que foitle point de vue fous Ieque^on l’envifage, rela- 
tivement à la Pratique ou relativement à la Théorie. 

Quant à la Pratique , il y a une grande différence dans l’cxaâitudc qu'on peut attendre 
des calculs faits fur les Quantités connues, pour en conclure immédiatement les Quan- 
tités inconnues ,*8t celles qu’on peut attendre des calculs fucceffifs St dépendans les uns 
des autres qu’entraîne la décompodtion en Triangles. Ainli connoiffant dans une Figure 
reâiligne tous les Côtés excepté un, St tous les Angles excepté les deux adjacens à 
ce Côté , le procédé trigonométrique pour connoître le Côté 8c les Angles reftans 
exige qu’on calcule fucceftîvement toutes les Diagonales qu’on peut mener du fommet 
d’un des Angles inconnus , 8t les Angles dont ces Diagonales font une des jambes ; 
« tandi.' que par le procédé polygonométrique 8t immédiat , on n’a aucun befoin de cal- 
, culer ces Quantités étrangères au but principal. De -là réfulte pour la Pratique le 
double avantage de l’indépendance mutuelle des calculs à faire fur les Quantités con- 
nues , St de la diminution du nombre de ces calculs. 

Quant à la Théorie , en fuivant la route trigonométrique , on ne peut obtenir aucune 
propriété nouvelle des Figures rcâilignes ; tandis que le procédé immédiat appuyé fur 
autant de propofuions neuves St remarquables des mêmes Figures , fournit l’occaliott 
d’enrichir la fcience de Théorèmes intéreffans. Et il arrive que les propriétés auxquelles 
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on cft conduit, peuvent être énoncées d’une manière fi fimple & fi fÿmmétrique T 
qu'elles fe gravent dans la mémoire avec la plus grande facilité. 

L’Ouvrage que je public doit n’étre envifagé que comme une partie extrêmement 
petite d’une fciencc incomparablement plus étendue. Regardant une Figure comme 
déterminée par fes Côtés Si fes Angles feulement; connus en nombre fuffifant pour la 
déterminer , je ne recherche non plus que fes Côtés Sc Angles rcflans. Mais on peut 
fe propofer une recherche infiniment plus vafte, 8c faire entrer parmi les Quantités 
données 8c déterminantes des Diagonales 8c des Angles formés foit par les Diagonales 
entr’ellcs, foit par les Côtés & les Diagonales. Mais ce problème général renferme un 
fi grand nombre de cas particuliers , que je ne crois pas qu’on puiffe le foumettroà 
quelques Règles générales , 5 c qu’il y ait jamais un Mathématicien qui ait le courage 
de le pourfuivre. Je n’en citerai que deux exemples qui paroilfcnt bien fymmérriques, 
& dont à l’énoncé on n’apperçoit pas la difficulté. Ce font ceux d’un Hexagone déter- 
miné par les connoitTances de fes neuf Diagonales , ou par celles de fes fix Côtés &C 
des trois Diagonales qui joignent les fommets diamétralement oppofés. 

* 

Cependant, fi quelque Mathématicien croyoit pouvoir entreprendre ce travail, d 
devroit fans doute commencer par les Figures d’un petit nombre de Côtés , 8c en par- 
ticulier par les Quadrilatères. Le célèbre Lantbcrt efl, je crois , le premier qui ait fenti 
l’importance d’une Tétragonométrie complète. Dans fon bel Ouvrage , intitulé : Bey- 
i rage fum Gebrauche der MaihtmatU: , jweyter Theil , cft un plan de Tétragonométrie 
dans lequel il fait l'énumération complète de tous les cas auxquels donnent lieu les 
Quantités déterminantes d'un Quadrilatère, Côtés, Angles 8c Diagonales. Mais il fe 
contente de cette énumération , 8c il laide à ceux qui voudront s'exercer dans la partie 
algébrique de la Trigonométrie le foin de l'exécuter- 

Ce travail a été entrepris 8c complètement exécuté par M. Biornfen, Mathématicien 
Danois , qui a publié en 1780 un Ouvrage intitulé : Introduciio in Tetragonometriam 
ad mentem V. C. Lambert analytici confcripta; 8°. maj. 440 p. La grandeur de cet 
Ouvrage montre allez combien une Pentagonométric complète feroit volumineufe; 
combien il eft peu probable qu’on l'exécute jamais, 81 à plus forte raifon combien on 
doit défefpérer de voir jamais une Polygonométrie univcrfcllc. M.T. Mayer doit auffi 
avoir publié à Gottingue une DifTcrtation inaugurale fur le même fujet ; mais je n’ai 
pas pu me b procurer. 

Défefpérant 
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DéfeTpcrant d’oxccutcr une Poîygonométrie univerfelle, j'ai cru devoir effaycr mes 
forces fur une partie de cette fcience ; en me bornant aux Quantités qui compofent 
tout particuliérement le contour d’une Figure, favoir fes Côtés 8c les Angles qu’ils 
font entr’eux. Envilâgée fous ce point de vue limité, la Poîygonométrie fè réduit à 
un petit nombre de cas ; 8c elle eft foumife à des Règles générales r indépendantes dé- 
colles de la Trigonométrie; 8t qui renferment, ainli que cela doit être , les Règles 
particulières de cette dernière. 

J’avois compofé le plan de cet Ouvrage, 8c trouve les principes fur lefqucls re- 
pofent les folutions de tous les cas , fur la fin de mon fëjour en Pologne; £e j’atten- 
dois pour y mettre la dernière main 8( pour le publier , de me trouver dans une pofition 
favorable pour en foigner moi-même l’impreflion. Je croyois n’avoir eu dans cette 
recherche aucun prédécelfeur. Mais pendant mon lëjour à Tubingue, auprès de mon 
refpc&ablc ami, M. Pfleiderer, ProfeiTevtr de Mathématiques 8c de Phyfique dans 
l'Univerfité de cette viHe , j'appris que M. Lexell avoit publié dans les Mémoires de 
Pétersbourg deux DifTertations fur le même fujet ; 8c il m’en montra une tradudion 
allemande que nous foupçonâmes avec raifon inférieure à l’original. 

De retour à Genève , mon premier foin fut de confulterles Mémoires de Pétersbourg, 
Tomes XIX 8c XX. Je trouvai en effet que M. Lexell avoit exécuté le plan-que je 
me propofois-; 8c qu’en particulier il avoit trouve les mêmes propofitions fondamen- 
tales, telles qu'elles font contenues dans les r$ — 18. Cependant, je vis bientôt 
que mon procédé differoit allez du lien , foirpar la forme des divifions 8c fubdivifions, 
foit par la manière dont j’étois parvenu à ces propofitions fondamentales , foit par les 
conflru&ions que je dévcloppois, foit par les réflexions géométriques auxquelles j’étois 
amené , pour que le travail de M. Lexell ne dût pas m’engager à fupprimer le mien. 
La détermination de la furface dune Figure re&iligne dans fes Côtés 8c fes Angles, 
& les applications de la Formule élégante par laquelle elle eft exprimée , eft une 
matière que je crois entièrement neuve 8c qui m’eft propre. Les Mémoires de 
Pétersbourg ne fe trouvent pas même dans quelques Bibliothèques publiques , loin 
d’être à la portée du commun des particuliers. L’objet de cet Ouvrage eft autant 
rélatif à la Pratique qu’à la Théorie : j’ai donc cru qu’il feroit utile de le voir développé 
dans une langue vivante. Enfin , pour le rendre d’une utilité plus générale, j’ai joint 
un Chapitre d’exemples numériques , calculés d'après les Formules contenues dans 
les Chapitres précédens. 
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L’Appendice que j’ai joint à cet Ouvrage eft purement théorétique. La liaifbn 
qui règne entre l'objet de ce Mémoire S< celui que je m’étois tout particuliérement 
propofé de traiter, eft fi grande , que cet hors-d’œuvre ne fauroit être regardé comme 
déplacé. La méthode que j’y ai fuivie eft fi générale &C fi différente de celle de 
tous les Editeurs d 'Apollonius \ les Propofitions que j'établis fur les Figures en 
général 8c fur le centre de gravité en particulier, me paroiftent fi remarquables; 
que je crois cette Diffcrtation digne de fixer un inftant l’attention des Mathématiciens , 
ÔC propre à fervir d'exercice utile aux jeunes Amateurs des fcienccs mathématiques. 
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CHAPITRE PREMIER. 

ExpreJJions de la furface (Tune Figure recliligne dans fes côtés 

& fes angles. 

$•*• 1 -J emmes connus de Trigonométrie analytique. 

1°. Sin. a ■+■ b = fin. a cof. b -+- cof. a fin. b. 

2°. Sin. a — b = fin. a cof. b — cof. a fin. b. 

3°. Cof. a — b = cof. a cof. b -+- fin, a fin. b. 

4°. Cof. a -+- b = cof. a cof. b — fin. a fin. b. 

5°. Cof. a -t- cof. 6 = 2 cof. cof. ; ou 2 cof.a cof bees.cof.a-b ■+• cof.a-hb. 

6°. Cof. a — cof. b = 2 fin. *— fin. ; ou zfin.a fin. b = cof.a — b— cof. a-i-b. 
$.11. Autres Lcmmes. i 0 .Sin.afin.c-+-fin.bfin.a- 4 -b-t-c=fin.a-i-bfin.b-t-c. 

2°. Sin. a fin.c — fin. b fin. a — 6-t-c = fin. a — b fin. c — b. 
Dcmonftration. i°. 2 fin. a fin. c = cof.a — c — cofa-t-c ( §. rer. 6tô. ) 
ifin. b fin. a-t-b-i-c — cof. a-i-c — cof. a -+- 26-Hc (idem.) 

Donc, ifin.a fin.c ■+• ifin.b fin.a-hb-i-c = cof.a — c — cofa-t-ib-hc. 

= 2 fin. a-i-b fin. 6-t-e (idem.) 

Donc , fin. a fin. c ■+■ fin. b fin. a-hb-t-c = fin. a-hb fin. b-hc. 

Démonftration. 2 0 . 2 fin. a fin.c — cof.a — c — cof. a-t-c ( §. rer. 6tô. ) 
ifin.b fin.a-b-t-c = cof.a — ib-t-c — co/.a-t-c (idem). 

Donc, 2 fin. a fin.c — ifin.b fin. a — 6-4-c = cof.a — c — cof.a — 2ft-f-c. 

= z fin. a — 6 fin.c — 6 (idem.) 

Donc, fin.a fin.c — fin. b fin. a — 6-Hc = fin. a — 6 fin.c— b. 
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$• III. Lemme connu. Le double de la furface d’un Triangle , eft au Rectangle 
de deux de Tes Côtés , comme le Sinus de l’Angle compris entre ces Côtés eft au 
Sinus total. Savoir, appelant S la furface d’un Triangle dont les Côtés Si l'Angle 
compris font refpeétivement A , B , c ; on a l'Equation, zS = AB fin. c. 

$. IV. Ces Lemmes admis , je vais chercher l’Exprcftion de la furface d’une Figure 
reftitigne dans fes Côtés 8c fes Angles feulement. Or , ces Figures fe divifent en deux 
ClalTes , dont la première contient les Figures qui n'ont que des Angles faillans , &C 
dont la fécondé contient les Figures qui ont un ou quelques’Angles remrans. Partant , 
je ferai appelé à m’occuper fucccftivcmcnt de ces deux Claftcs. Et comme les Figures 
de la première Galle font les plus ailées à traiter fans entrer dans des Diftinâions 
qu'exigent celles de la fécondé , 8c que ce font celles qui fc préfentent le plus fouvent ; 
je m’occuperai d'abord feulement de cette première Gaffe , 8c je montrerai enfuite 
les légers changemens à faire aux Formules trouvées pour les Figures de cette ClalTe , 
afin qu’elles foient applicables à celles de la fécondé. 

§. V. Premier Exemple. Le double de la furface d’un Quadrilatère eft égal à la fomme 
des Reâangles de fes Côtés, excepté un , pris deux à deux) par les Sinus des Somnjcs 
de fes Angles extérieurs compris entre ces Côtés. 

Fig. I. Symboliquement. Soit ABCD un Quadrilatère , dont les Angles extérieurs foient 
défignés par A, B, C, D, Si foit S la furface de ce Quadrilatère. J'affirme ; que 
iS = ABx BC fin. B 

CD fin. B -h C 
BC x CD fin. C. 

% 

Confiruclion. Que les Côtés AB, D C, fe rencontrent en b. 


Dimonfiration. ABCD = AbD — BbC. 

Donc, i S = AbxbD fin. b — BbxbC fin. b ($.111.) 

= (AB-hBbXbC+CD) fin. b — BbxbC fin. b 
= AB x bC fin. b 
ABx CD fin. b 
Bb x CD fin. b 

Or, le Triangle BbC donne les deux Proportions b S, : = ® : *£ n# ; d’où 

découlent les deux Equations sVfin.b^ Bcfn.C \ * 81 fi* b = fin-B+C. 

Donc, iS = ABxBC fin. B 

CD fin. B -H C 
BC x CD fin. C. 

Remarque. 
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Rcmar que première. Le procédé feroit le même ( mutatis mutandis ) fi les Côtés 
AB, DC, fe rencontroient étant prolongés dans le fens oppofé à celui de la Figure. 

Si ces Côtés font parallèles ; c’eft-à-dire, fi la Somme des deux Angles B St C vaut 
deux Droits •, le Sinus de cette fomme évanouit , 8t il rcfte pour l’ExprelTion de iS ; 

Ir"' = {AB-t-CD) BC fin. B ; ainfi que cela doit être. 

BC x CD fin. C 

Remarque fécondé. Je ne m’arrêterai , ni dans cet Exemple , ni dans les fuivans , 
à comparer cette F.xprcffion avec quelques autres de la même furfacc, pour en tirer 
des conféquenccs. Je me propofe de le faire d’une manière générale -, après avoir établi 
la Propolition générale fur la furfacc d’une Figure reéfiligne. 

§. VI. Second Exemple. Le double de la furface d’un Pentagone cft égal à la Somme 
des Reétengles de fes Côtés , excepté un , pris deux à deux , par les Sinus des Sommes 
des Angles extérieurs compris entre ces Côtés. 

Symboliquement. . Soit ABCDE un Pentagone , dont les Angles extérieurs foient Fig. II. 
défignés par A, B, C, D, E, Sc foit S la furface de ce Pentagone. 

J'affirme que , a S AB x BC fin. B 

CD fin. /'*4“ C 
DE fin. B+C+D 
BC x CD fin. C 
DE fin. C-hD 
CD x DE fin. D. 

Confir. Que les Côtés AB, DC, fc rencontrent en b. 


Dem. ABCDE = AbDE-ÿbC. 

Donc (J. V.) îS = AbxbD fin. b — BbxbC fin. b 
DE fin. fc-t-D 
bü x DE fin. D. 

= ( AB-hBb ) ibf-hCD) fin. b — BbxbC fin. 6 
(AB+Bb) DE fin. b-hD 

(bC-hCU) DE fin. D. 

ABxbC fin. b = ABxBC fin. B 
AExCD fin. b 
Bb x CD fin. b 
ABxDE fin.b+D 
BbxDE fin. b-hD 
bCxDE fin. D 

CDxDE fen.D CDxDE fin.D. 


ABxCD fin. B+C 
BCx CD fin. C 
AB x DE fin. B-hC+D 
BC x DE fin. B- 4 -c-t-D x 
BCxDE fin. Dxi-j-, 


C 
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Or ( §. II. i°. ) fin. B fin. D ■+■ fin. C fin. B-bC-bD = fin. B-bC fin. C-bD. 

. Donc zS — AB x BC fin. B 

CD fin.B-bC 
DE fin. B-bC-bD 
BCxCD fin. C 

■. DE fin. C-hD 

CDxDE fin. D. 

j. MI. Troifième Exemple. Le double de la furface d’un Hexagone eft égal à la 
Somme des Rectangles de fes Côtés , excepté un , pris deux à deux , par les Sinus des 
Sommes des Angles extérieurs compris entre ces Côtés. 

IIL Symb. Soit ABCD EF un Hexagone dont les Angles extérieurs foient défignés par 
A, B, C, D, E, F; 8c foit S fa furfice. 

J'allîrmc que, zS = ABxBC fin. B 

CD fin. B+C 
DE fin. B-bC-bD 
EF fin. B-bC-bD-bE 
BC x CD fin. C 
DE fin. C-bD 
y EF fin. C-bü-bE 

CDxDE fin. D 
EF fin. D-bE 

DE x EF fin. E. / 

Confie. Que les Côtés AB , D C Ce rencontrent en b. 

Dem. S = AbDE F — BbC. 

Donc ( J. VI. ) vS = Ab x bD fin. b — Bb X bC fin. b 

DE fin. b-bD 
Eb fin. b-bD-bE 
bD x DE fin. D 
EF fin. D-bE 
DE x EF fin. E 

Or, i°. Ab x bD fin. b — BbxbC fin. b 

= (AB-bBb) (bC-bCD) fin. b — BbxbC fin. b 
— ABxBC fin.B-bABxCD fin.BbC+BCxCD fin.C 
z°. AbxOE fin. b-hD == (AB-f-Bb) DE fin.B-bC+D 
— ABxDE fin.B-bC+D + BCxDE fin.B+C+D 
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3®. AbxEF fin.b-bD- 4-E = ( AB+Bb)EF jîn.B+C+D+E 

= ABxEF fin.B+C+D+E + BCxEF fin. R+C+D+E x ~ 

4°. bDxDE fin.D = (bC-bCD) DF. fin. D 
— CDxOE fin.D -b BCxDF. fin.D L 
5°. bDxEF fin D-bE = (t>C-bCD) EF fin. D-bE 
= CDxF.F fin. D-bE -h BCxEF fin. D-bE 
Or , la fomme des coefficiens du Rcélangle BCxUE , eft 

S±R = (j. il. »•.) /in.c+D 

Et la fomme des coefiiciens du Re&angle BCxF.f, eft 
fm. a f» h+c+o+e _ (j 1L l0>) f in .C-bD-bF.. 

Donc , faifant les fubftitutions de tous ces termes , Sc les difpofant dans l'ordre 
convenable , on trouve la même expreflion que celle de l’énoncé. 

§. VIII. Ces Exemples , en petit nombre , peuvent fuflîre pour faire comprendre 
la marche de la Démonftration de la Propolition générale fuivante. 

Le double de la furface d’une Figure rc£liligne quelconque eft égal à la fomme 
des Re&angles de fes Côtés , excepté un , pris deux à deux , par les Sinus des Sommes 
des Angles extérieurs compris entr’eux. 

Symboliquement. Soit ABCDE • - LMN une Figure reâiligne, dont les Angles 
extérieurs foient défignés par A, B, C, D, E - - L, M, N, 8c dont la furface foit S. 

J’afErme que , iS == ABxBC fin. B 

CD fin. B-bC 
DE fin. B-bC-bD 

LM fin . B-I-C-+-D h L 

MN fin. B-bC-bD H M 

BCxCü fin. C 
DE fin. C-bD 

LM fin. C-bD h L 

• MN fin. C-bD -b - * * M 

CDxDE fin. ü 

iIm fin. D H L 

MN fin.D H M 

LMxMN fin. M 

La vérité de cette Propolition fera démontrée , fl je prouve que , quand elle eft 
vraie pour une Figure d’un certain nombre de Côtés , clic eft encore vraie pour une 
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Figure d’un nombre de Côtés plus grand d'une unité. Car, comme elle a été dé- 
montrée vraie pour les Figures d’un petit nombre de Côtés , tels que 3, 4, S, <5, elle fera 
vraie fuccc Hivernent pour un nombre quelconque. 

Que les Côtés AB, DC, fc rencontrent en b. 

ABCDE - - - MN = AbüE - - - Al.V — BbC 


Donc ( Supp. ) iS = AbxbD fin. b — BlxbC fin. b 

DE fin. fc-f-D 

aI.V fin. fc-4-D-t M 

HDxDE fin. U 

aLv fin.D^ M 

DExEF fin. E 

AÎ.V fin.E H AI 

LMxMN fin. M 

Or, A!x 1<D fin. b — BlxbC fin. b 

= (AB-hBb) (bC-hCD) fin. b — BbxbC fin. b 

= APxbC fin. b ■+■ ABxCD fin. b ■+• BbxCD fin. b 

= ABxBC fin. B ■+■ ABxCD fin. B-hC -+■ BCxCD fin. C 

Al xDE fin. b-hD = ( AB-i-Bb) DE fin.b-hD 

= AExDE fin. B-hC-hD -+- BCxDE fin. B+C+D X 

: : . Jm.U+G 

AlxMN fin.b-hD - - M = (AB^-Bb)MX fin.b-bD^ * - Af 
— ABxMX fin. B+C+D + --■ M+BCxMX fin. B+C+D -.-M x 
bDxDE fin. D = ( bC+CD)DE fin. D 
= CDxDE fin. D + BCxDE fin. D J m ~ r 

1 1 J:n. iJ+C 


bDxMN fin. D H M = ( bC+CD)MX fin~D + -- -M 

= CDxMX fin.D + M+BCxMN fin.D+- - - M 
Les Coefîiciens des Rcftanglcs font rcfpeâivcmcnt ($.11. i°. ) 

BCxDE .... fin. C+D 

BCxMX fin. C+D+E - — AI 

Faifant les fubftitutions de ces coefîiciens , St difpofant les termes dans l’ordre 
convenable", on obtient l’exprcfîion énoncée. 


$. IX. 


\ 
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$. IX. Remarque. Le nombre des Côtés d’une Figure étant n , le nombre des termes 
qui compofent rcxprcflïon de fa furface fuivant le procédé précédent , cft le même 
que le nombre des manières dont n — i quantités peuvent être prifes deux à deux ; 
lequel nombre efl Mais ce nombre peut toujours être diminué 8c même 

réduit prefquc à la moitié de lui-même, en exprimant la furface dans tous les Côtés 
8c dans tous les Angles excepté deux. 


En effet , foit menée une Diagonale quelconque. On peut exprimer les Surfaces 
des deux Parties retranchées par cette Diagonale , dans les Côtés 8c les Angles de la 
Figure qui leur appartiennent ; 8c la fomme des nombres des termes qui compofent 
leurs expreflions efl d'autant plus petite que les nombres des Côtés de ces deux Parties 
approchent davantage d’être égaux. 

§. X. Les differentes expreffïons de la Surface d’une Figure , fuivant le premier 
procédé ( §. VIII. ) , devant revenir au même , quel que foit le Côté qu’on omet : on 
peut en tirer différentes Propofitions fur ces Figure# 


Premier Exemple. Soit ABCD un Quadrilatère. 

Soient égalées les deux expreflions de la Surface , fuivant qu'on omet les Côtés 
adjaccns DA , AB ; 

ABx.BC fin. B ADxDC fin.D 

On obtient: CD fin. B+C = CB fin.D+C 

BCxCD fin. C DCxCB fin.C. 


Donc , 


ABx 


BC fin. B 
CD fin. B+C 


= ADx 


DCfin.D 
CB fin. D+C. 


Et 


AB : AD = 


BC fin. C+D 
CD fin. D 


' BC fin. B 
CD fin . B+C. 


Savoir , le rapport de deux Côtés adjacens eft exprimé dans les Côtés reftans , 
5c les Angles non- compris entr’eux. 


Item , fuient égalées les deux Expreflions de la Surface, répondantes aux omiflions 
des Côtés oppofes DA , BC. 

, ABxBC fin. B CDxDA fin.D CDxDA fin.D 

CD fin. B+C = AB fin. D+A = — CDxAB fin. B+C 

BCxCD fin. C DAxAB fin. A DAxAB fin. A. 


BC fin.C 

Donc, CDxiAB fin.B+C = ABx 
AD fin.D 


AD fin. A 
—BC fin. B. 


D 


Fig. L 
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Second Exemple. Soient égalées les deux expreflions de la Surface d’un Pentagone 
Fig. IL ABCDE , fuivant qu’on omet les deux Côtés adjacens AR , AB ; & foient ôtés les 
termes communs à ces expreflions. On obtient 

ABxBC fin. B AExED fin.E 

CD fin. B-bC = DC fin. E-f-D 
DE fin. B-bC-bD CB fin. E-bD-bC 

D’où l’on déduit le Rapport de deux Côtés adjacens AB, AE , dans les autres 
Côtés Sc tous les Angles , excepté l’Angle compris entre les deux premiers. 

En général. Soit la Figure ABCDE LMN. Soient égalées les deux expreflions 

de la Surface , en omettant les Côtés adjacens AB , AN ; fit foient ôtés les termes 
communs. On obtient 

ABxBC fin. B z= ANxNM fin. N 

CD fin.B-bC ML fin. N-bM 

DE fin.ff-bC-bD ■ 

| . ÉD fin.N-bM-b.-E 

LM fin. B-bC-bD-b - -L DC fin. N-bM -b - - E-f-D 

MN fin. B-bC-bD - - - L-bM CB fin. N-bM - - - E-t-D-t-C 

De- là, on obtient le Rapport des deux Côtés adjacens AB, AN , dans les Côtés 
reflans , £t dans les Angles excepté celui qui cft compris entre ces deux Côtés. 

$. XI. Les différentes expreflions de la Surface d’une Figure rcâiligne fuivant la 
manière dont on la dccompofe en deux Parties par une Diagonale , devant aufli revenir 
au même que celle qu’on obtient par l’omiflion d’un Côté. On peut encore tirer 
quelques Propofitions fur les Figures rcQîlignes de l’égalité de ces expreflions. 
p>;g. I. Premier Exemple. Soit le Quadrilatère ABCD ; dans lequel foit menée la Diago- 
nale AC. Soient égalées les deux expreflions de la Surface , fuivant qu’on regarde 
le Quadrilatère comme décompofé en deux Triangles ABC , ADC ; ou fuivant qu’on 
omet le côté AD -, Sc foit ôté le Faâcur commun CD ; on obtient 
AD fin. D = BC fin. C 

AB fin. B-bC. 

Fig. II. Second Exemple. Soit le Pentagone ABCDE ; dans lequel foit menée la Diago- 
nale AD : foient égalées les deux expreflions de la Surface , dont l'une provient de 
l’omiflion du Côté AE j & dont l’autre provient de la décompofition du Pentagone 
dans le Quadrilatère ABCD & dans le Triangle AED. Soient retranchés les termes 
communs à ces deux expreflions} & foient divifés les termes reftans par le Fafteur 
commun DE } on obtient l’Equation AB fin. B-bC-bD = AE fin. E 

BC fin. C-bD 

CD fin. D 


Digtizéd by Google 



( ir ) 

On obtiendroit une autre relation •( moins fimple ) des Cotés; en comparant 
Texprcflion relative à l'omiflion du Côté AE , avec l’expreflion relative à la dccom- 
polition par la Diagonale AC. 

En général. Dans la Figure ABCDE LMN : foit menée la Diagonale AM ; 

8c foient comparées les deux expreflïons de la furface , dont l’une eft rélative à 
l’omiflion du Côté AN , 8c l’autre à la décompofition de la Figure dans le Triangle AMN 
8c dans la Figure ABCDE - * - M. Soient étés les termes communs à ces deux 
expreflïons ; 8i foient divifés les termes reflans par le Fafteur commun MN : on 

obtient l'Equation AB fin. B-»-C-+-D-t-E M = AN fin. N 

BC fin. C+D-hE M 

CD fin. Dh-E M 

DE fin. E M 

ÛN fin..- M 

On obtient d’autres rélations moins Amples de la décompofition de la Figure par 
d’autres Diagonales. 

XII. Les différentes expreflïons de la Surface d'une Figure rediligne, provenantes * 
de fes décompofitions en deux parties par différentes Diagonales devant aufli revenir 
au même. On peut encore tirer de légalité de ces expreflions différentes propriétés 
de ces Figures. 


Extmple premier. Soit le Pentagone ABCDE décompofé en deux parties ; une 
fois par la Diagonale AC , 8c une autre fois par la Diagonale AD. Soient égalées 
les deux expreflions de fa Surface fuivant ces deux manières de le décompofer ; foient 
ôtés les termes communs à ces deux expreflions , 8c foient divifés les termes reflans 
par le Faéfcur commun CD : on obtient l’Equation 

AB fin.B+t _ DE fin.D 
BC fin. C EA fin. D-t-E. 


Exemple fécond. Soit ABCDEF un Hexagone décompofé en deux parties , une 
fois par la Diagonale AC , 8c une autre fois par la Diagonale AD. Et foient faites 
les mêmes operations que dans l’Exemple précédent fur les expreflions de la Surface 
provenantes de ces deux décompofitions. On obtient l’Equation 

AF fin.D+E+F 
= FE fin. D-hE 
ED fin. D 

On obtiendroit une propriété moins (impie de la comparaifon des expreflions 
provenantes des décompofitions par les Diagonales AC, AE. 

En général. Soit ABCD - - - - MNA'B'C'D' - - - - M'N' une Figure décompofée 


AB fir..B-i-C 
BC fin. C 


Fig.m. 


* 


t 
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en deux parties par deux Diagonales voifines AN, NN' ; menées d’un même fommet N.. 
Soient égalées les deux expreflions de la Surface provenantes de ces décompolitions , 8c 
foient divifés les termes reftans par leur Fafteur commun AN'. On obtient L'Equation 
AB fin. A • = NA' fin. A'+B'-t-C'-i N' 


BC fin. A-hB AB’ fin. N’ 

CD fin. A+B-hC B C’ fin. C-i N’ 

Jlî N fin. A+B+C-i M ni' N 1 fin. - N' 


Remarque. La fimplicité des propriétés que nous venons de trouver dans les trois 
derniers Paragraphes doit faire préfumer qu elles font fufceptibles d’une démonftration 
intuitive 8t géométrique. Je ne tarderai pas de changer ce foupçon en certitude. 

$. XIII. D'un même fommet foient menées deux Diagonales voifines ; foient 
recherchées les Surfaces des parties de la Figure retranchées d’un même côté par ces 
Diagonales , 8c foit prife la différence de ces deux Surfaces. On obtient l’expreflion 
de la Surface du Triangle ayant fon fommet au même point , 8c dont la Bafe eft le 
Côté compris entre ces Diagonales. De cette manière , on obtient fucccflivement 
* les Surfaces de tous les Triangles qui ont pour bafes les Côtés de la Figure , 8t pour 
fommet commun un des fommets de la Figure. 

Exemple. Soit l’Hexagone ABCDEF. On a les Equations fuivantes 
zABC = ABxBC fin. B 
lACD = CDxAB fin.B+C 
BC fin. C 

zADE = Dl.xAB fin.B-t-C-hD 
BC fin. f+D 

CD fin. D 

zAEF = EFx AB fin.B+C+D+-E 
BC fin. C-r-D-4-E 
CD fin. D-*-F. 

DE fin. E 

Ou bien, zAFE — AFxFE fin. F 

iAED = EDxAF fin. F-t-E 
FE fin. E 

zADC = DCxAF fin.F+F+D 
FE fin. E-hD 

ED fin. U 

zACB = CBxA F fin.F-t-F.-hD-hC 
FE fin. E+D-hC 
F.D fin. Dh-C 

DC fin. C 

Egalant 


» 
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Egalant les exprelîions des mêmes Triangles , on obtient des propriétés qui font 
les mêmes que celles des deux Paragraphes précédons. 

En général. Soit ABCDE MN une Figure reâiligne ; on obtient les exprelîions 

fuivantes des Triangles ayant leur fommet commun au point A , ÔC ayant pour bafes 
les côtés de la Figure oppofés à ce fommet* 
lABC = ABxBC fin. B 

zACD = CDxAB fin. B-hC 

BC fin. C 

zADE = DExAB fin. B-hC-hD 
BC fin. C-hD 

CD fin. D 

ïAMN = MNxAB fin. B+C-hD-i M 

BC fin. • M 

CD fin. D-h M 

LM fin. M 

On obtiendrait d’autres exprelîions des mêmes Triangles , en partant des Angles 

AT, M, ; lefquelles égalées aux premières donnent autant de propriétés des Figures 

reâilignes relativement à leurs Côtés 8c ftleurs Angles conformes à celles des §§.XI 8c XII. 

§. XIV. Les doubles des furfaces des Triangles ayant leur fommet commun au point A 
& ayant pour bafes les côtés de la Figure, font rcfpeâivcmcnt égaux aux Reûanglcs de 
ces Côtés par les Perpendiculaires abaillces fur eux depuis ce Sommet. Partant, comme 
les exprelîions de ces Surfaces ont ces Côtés eux- mêmes pour un de leurs Faéîeurs; 
les autres Faéfeurs font égaux aux Perpendiculaires abaiflëes du Sommet A fur ces Côtés. 

Soient donc Ab, Ac, AJ, - - - - Am, les Perpendiculaires abailfées du Sommet A, 
fur les Côtés--- BC, CD, DE, MN. On aura les Equations fuivantes 

Ab = AB fin. B 

Ac = AB fin. B-hC 
BC fin. C 

AJ AB fin. B-hC-hD 
BC fin. C-hD 

CD fin. D 

Am AB fin. B-hC-hD - - - - M 
BC fin. C -hD - - - - M. 

CD fin. D - - - - Af 

LM fin. M 

E 
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5 - XV. La Perpendiculaire abaiiTée fur un Côté depuis un Sommet , peut être 
exprimée dans les Côtés 8c les Angles fitués de l'une ou de l’autre part entre ce Côté 
ce Sommet. Partant, on a toujours deux Expreftions égales de cette Perpendiculaire ; 
on obtient les mêmes Equations que celles des §$. XI — XIII. 

En particulier , on obtient l’Equatiog fuirantc , tirée de la double Exprcftion de 
la Perpendiculaire abaiiTée fur le Côté MN. 

AB fin . - - - AI 

BC fin» Ch-Dh M 

CD fin. D-f- — M = AN fin.N 

Lkfin M 

Mais, N = 3<So° — (/ 14 -B-+-C- 4 -D-*-- Ail). 

Donc , fin. N — — fin. A-hB-i-C-t-D M 

I)e - la , NA fin* d+B+f+D AI 

• AB .fin. B -t- D - - - - AI 

BC fin. C-hD - - - - M 

CD fin. D M 

LM fin - M = o. 

Ou , NA fin.N 

AB (in. N-hA 
BC fin.N-+-A-hB 
CD fin. N+A+B'+‘C 

LM fin. L — 0 î 

Ou bien, AB fin. A „ 

BC fin. A-t-B 

CD fin . d+B+C • 

LM fin.A+B-i-C-t---L 
MN fin. A+B-hC-i M = o. 

Savoir , la fomme des produits de chaque côté par le Sinus de la fortune des 
Angles extérieurs compris entre ces Côtés 8c un Côté déterminé , en procédant toujours 
dans un même fens , eft zéro. 

§. XVI. La marche que j’ai fuivie pour exprimer les Perpendiculaires abaiflecs d’un 
Commet d’une Figure fur fes côtés , a l’inconvénient de partir de la furface de cette 
Figure déjà déterminée , pour en tirer les valeurs de ces Perpendiculaires ($. XIV.) 
Partant , elle procède du compofé au (impie 5 ce qui eft contraire aux règles d’une 
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bonne méthode. D’un autre côté, la marche qu? j’ai fuivie dans les ÇJ. V— VIII, 
a le grand avantage de déterminer immédiatement la Surface dans les Côtés ôc les 
Angles de la Figure ; fans introduire ( ou paroître introduire ) , même comme de 
Amples moyens , des Quantités étrangères au but principal , comme le font ces 
Perpendiculaires. Pour corriger ce premier inconvénient , j’ai cherché à déterminer 
immédiatement les Perpendiculaires abaifiècs d’un Sommet quelconque d'une Figure 
re&iligne fur un de fes Côtés. C’eft ce que j'ai obtenu avec facilité de la manière 
fuivante. 

Définition. Regardant un Côté quelconque d’une Figure reâiligne comme fa Bafe: 
le Sommer de cette Figure eft celui des Sommets de fes Angles, duquel abaiüant une 
Perpendiculaire lur la Bafe , cette Perpendiculaire eft la plus grande , & elle eft 
appelée la hauteur de la Figure. Si le Côté le plus éloigné de la Bafe eft parallèle 
à la Bafe , la hauteur de la Figure eft la diftancc de ce Côté à la Bafe. 

§. XVII. Lcmmc premier. Soient A, B, C, D , L, M, les Sommets fucccffifs 

d’une Figure dont M eft le fommet. 


Par les Sommets R, C, D, L, foient menées à la Bafe 

des Parallèles BB‘, CC', DD', LL'. 


J'aflirme que les Angles CBB‘ font refpeôivc- A-bB 

DCC' ment les fupplé- A-bB-bC 
EDD' mens des Angles yl-t-B-t-C-f-D 

MLL' Â-bB-bC-bD-i L. 

Que les Côtés CB, DC, ED, - - - - ML, prolongés rencontrent la Bafe dans les 

Points $, y, fi, - - - - * 

Les Angles extérieurs formés aux points f font refpeélive- A-bB 

y ment égaux aux A-bB-bC 
fi Angles. A-bB-bC-bD 

\ À-bB-bC-bD-b --- L. 

Mais à caufc du Parallclifmc , les Angles CBB', DCC’. EDD', — MLL', font ref- 
peôivement égaux aux Snpplémens des 

Angles extérieurs en •’ l ' 

Donc , les expreflions des Angles . . . CBB', DCC', EDD', — MLL', font bien 
telles qu’elles font énoncées. 


Lemme fécond. Des Sommets B, C, D, 
la Bafe les Perpendiculaires . . Bh, Ce, Dd, 

pcndiculaires Ce, DJ, 

rallèles à la Bafe menées par les Points B, C, 

«'» 


L, M, foient abaiftëcs fur 
Ll, Mm. Et que les Per- 
Ll, Mm, rencontrent les Pâ- 
li, L ; dans les Points . . • 
J', m'. 


Fig- IV. 
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On a les Equations fuivantcs f Bb = AB fin. A 

Ce' — BC fin. A-t-B 
DJ' — CD fin . A-i-B-t-C 

Ll' KL fin. A-hB-i-C-b - * « - K 
Mm' = LM fin. — - - L. 

En effet ; les Perpendiculaires . B6 , Ce', D.i', II', Mm' ; font ref- 

pcéfivemcnt les Sinus des Angles .. A , CBB', DCC ', ---- LKK', MLL'; en prenant 

pour Rayons les Côtés de la Figure B A, CB , DC , LK , ML. 

Donc ( Lcmme premier ) , les Exprcflions de ces Perpendiculaires font bien conformes 

à lenoncé. 

Application. On obtient donc , Bb == AB fin. A 

Ce = AB fin. A 

BC fin. A-t-B 

• DJ — AB fin. A 

BC fin. A- f-B 
CD fin. A-hB-t-C 

Ll = AB fin. A 

BC fin.A+B 
CD fin.A+B*-C 

lÎL fin. A+B+C-—K 

Mm= AB fin. A 

BC fin. A-+-B 
CD fin. A-i-B-i-C 

LAI fin. A-i-B-1-C • - - - L. 

Savoir , la Perpendiculaire abaiiïée fur un Côté depuis un Sommet , eft égale à la 
Somme des Produits des Côtés compris entre ce Côté & le Sommet par les Sinus 
des Sommes des Angles extérieurs compris entre ces Côtés 8c celui fur lequel on 
abaiffe les Perpendiculaires. 

Remarque première. La Somme des Angles extérieurs compris entre deux Côtés , 
eft égale à l’Angle que ces Côtés forment entr’eux extérieurement à la Figure. 
Partant , on peut énoncer un peu autrement ccttc Propofition. Savoir, la Perpen- 
diculaire abaiHcc fur un Côté depuis un Sommet , eft égale à la Somme des Produits 
des Côtés compris entre ce Côté & ce Sommet , par les Sinus de leurs Inclinaifons 
au même Côté. 

Remarque 
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Remarque fécondé. La diftin&ion que j’ai faite de Bafe & de Sommet de la Figure 
n’elt que pour la commodité ; & pour éviter les fouftraétions corrcfpondantes aux 
Sinus des Angles plus grands que 180 0 . Mais cette diftinélion peut être omife ; ÔC 
chaque Perpendiculaire abaiflëe d'un Sommet fur un Côté , peut être exprimée par 
les Côtés ôc les Angles compris de part & d’autre entre ce Côté & ce Sommet. 
D’où l'on tire les Equations des XI — XV. . 

$. XVIII. Après avoir obtenu des Propriétés des Figures reélilignes relatives à 
leurs Côtés & aux Sinus de leurs Angles ; il cft naturel de rechercher li on ne poorroit 
pas obtenir quelques Propriétés rélatives aux Colïnus des mêmes Angles. La même 
Figure & la même Conftruûion s’appliquent très-heureufement à cette nouvelTe 


recherche. 

En effet, Ab == AB cof.NAB =± AB cof. i8o° — A 

Bc' = = BC cof. i8o°— {A+B) 

CJ' — = CD cof. i8o° — (A-t-B-hC) 

Lm' - -- -- -- -- -- = LM cof. 1 8 o° — (A-lrB-t-C L) 

De là , Ab = AB cof. i8o° — A 

Ac = AB cof. i8o ° — A 

BC cof. i8o° — (/î-t-B # 

Ad = AB cof. 180® — A 

BC cof. 180 0 — (A-hB 
CU cof. 180 0 — (A-t-B+C 

Àm = AB cof. 1 8o° — A 


BC cof. i*o° — (A-hB 
CU cof. i8o° — ( A-t-B-^C 

LM cof. 180 0 — (il+B-t-C-— L. 

Savoir , fi d’un Sommet on abaiffe une Perpendiculaire fur un Côté : La diftance 
d’une des- extrémités de ce Côté au pié de la Perpendiculaire , eft égale à la Somme 
des Produises Côtés compris entre ce Sommet & cette Extrémité, par les Cofinus 
des Supplémcns des Sommes des Angles extérieurs compris entre ces Côtés 8c celur 
Air lequel on abaiffe la Perpendiculaire i ou par les Cofinus de leurs ioclinaifons à ce 
Côté comptées intérieurement relativement à la Figure. 

Cette propriété a lieu , non-feulement pour les Côtés compris d’une même part 
entre le Sommet de la Figure & le Côté fur lequel on abaiffe la Perpendiculaire , 
mais encore pour les Côtés fitués au-delà du Sommet. 

F 
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En effet , délignant par'N, 0 , P,Q, X,F, les Sommets reftans de la Figure, à 

compter depuis le Sommet M; 8c des Sommets N, O, P, Q, ....X, abaiffant les Per- 
pendiculaires à la Bafe Nn, Oo, Pp, Qq, .... Xx, on aura de même 


om =MN «/iJe^-fN+O+P+fi . . X+r= MN eof.A+B+C+D . . t+M -,8c* 

no =SO fo/.i8o°— { 0+P+£.\ X+r= NO ,of.J+B+C+D .. L+M+N -igo® 

op=OP eof. i8o°-( P+£..X+r = OP cof.A+B+C+D ..L+M+H+O „8o» 


fq -PQ_ eof. i8c°-{ A'+r-P£ ro/.A+B+C+D .. L+Af+N+O+P . . -l8o* 

iV =Xreof. 180 0 - r=ATrro/ i S+B+C+P..L-(-M-J-N+ 0 +P...A'-i 8 o® 

Et comme co/i 18c 0 — a = co/. a — 180 0 . On voit que la Loi qui a lieu d'un côté 
du Sommet de la Figure , s’étend auffi au-delà de ce Sommet. 

$. XIX. En particulier , toute la Figure étant ABCDE . . . M\' , on a l’Equatio» 
AN = AB cof. 1 8o° — A 

BC cof. 180 0 — (A-+-B 
CD cof. 1 8o°— [A-hB+C 
DE cof. 180 0 — ( A+B+C-t-D 

MN cof. 180 0 — (A-i-B-hC-hD .... M 

Ou NA 

AB cof. A 
BC cof. A-*- & 

a CD cof. A-hB-hC 

DE cof. A-hB-t-C+D 

MN cof. /î-t-B-f-C-t-D • • • Al = o. 

Remarque. Quoique j’aie fuppofé que* les Perpendiculaires abaiflees des Sommets 
d’une Figure fur un de fes Côtés, tombent fur ce Côté même: les Formules précédentes 
n’en font pas moins générales , & applicables aux cas où les Pics de quelques-unes de 
ces Perpendiculaires font fur les prolongemens de ce Côté. C’eft qu’alors les Cofïnus 
des Arcs qui affeâent les Côtés font négatifs , comme répondans à des Angles obtus. 
Ainlî lorfque A eft aigu , i8o # — A eft obtus , 8c le premier terme AB cof. 180° — A 
cil le même que AB cof. A précédé du ligne de la fouftraélion. 

I’ig. V. $- XX. Pour illullration des Proposions contenues dans les $$. 17, 19 8t 8 , je vais 
les appliquer aux Figures régulières. 

Soient A, B, C,D .... M,N, des Sommets fucceflifs d'une Figure régulière ; foient 
menées les Diagonales fucccflîves , AC, AD, AE .... AM, AN. Que l’Angle extérieur 
de la Figure foit déligné par lA, &i que le Diamètre du Cercle circonicrit foit déligné 
par.D. Les droites AB, AC, AD, AE, ... AM, AN, feront 
refpeâivemcnt Dfin.A, Dfin.iA, Dfin.^A, Dfin.^A, ... Dfm.n — 1 A, Dfin.nA. 


Digitized by Google 



H 


( *5 ) 

Les Perpendiculaires abaiflees du Sommet A , fur les Côté* 

BC, CD, DF., ... MK, font 

rcfpe&ivcment AB fin.iA, AC fin. jA, AD fin. 4 A, ... AM fin.nA; 
ou D( fin.A fin.iA, fin.iA fin.iA, fin.iAfin.4A, . . . fin.n— 1 A fin.nA. 

Mais ($. XVIII. ) , ces Perpendiculaires font 
AB (fin. 1 A 

fin. 1 A - 4 - fin.4A 

fin. lA - 4 - fin. 4 A - 4 - fin. 6 A 

fin.iA + fin. 4 A - 4 - fin. 6 A .... fin. m — lA. 

Donc , fubdituant à AB (à valeur D fin.A , on doit avoir en général l'Equation 
fuivante : 

fin.A (fin.iA -h fin.4A -*• fin.6A ....fin.m—iA = fin.n—iA fin.nA 

ou , fin.iA -4- yîn.4/1 -4- fin.CA .... fin.in — lA = fin.n — 1 A fin.nA cofcc. A. 
Ce qui eft connu. Voyez , par exemple , Euleri Jntroduciio , Cap. XIV, §. 159. 
i°. Les didances des Pics des mêmes Perpendiculaires aux Sommets 

B, C, D, ... M, font refpec- 

tivement AB cof.iA, AC cofiiA, AD cof. 4A ... AM cof.nA; 
ou D(fin.A cofiiA, fin.iA cofiiA, fin.iA cofi^A, . . . fin.n — lA cof.nA, 

Mais ( $. XIX. ) ces Didances , comptées dans le même fens , font 
AB (cof. lA 

cofi.iA - 4 - cofiiA 

cof. xA H- cof. 4 A - 4 - cof. 6 A 

cofi.iA - 4 - cof. 4A -4- cof.6A - 4 - . . . . cofi.in — lA. 

Donc , fubdituant à AB fa valeur Dfin. A ; on doit avoir l’Equation , 
fin.A (cof.iA + cof^A-i- cof.6A-h ... cofi.in — lA = fin.n — lAcofinA 
On, cof.iA-+-cof.4A-4-cof.6A-t- ... cofiin — iA = fin.n — 1 A cof.nA cofcc. A. 
Ce qui cft conforme au $. 160 de VIntrodacîio. 

i°. Soit Z le centre du Cercle , &C foient menés les Rayons Z A, ZM. 

ABCDE .... MN = ABCDE . . . MNZA — AZM. 

= nxAZB — AZM. 

Mais , AZB = AZ'- fin. A cof. A 
AZM = J AZ 1 fin. inA. 

Donc, lABCDE ... MK = AZ 1 (m fin.A cof. A — fin.mA 
= AZ'- (n fin. lA — fin. mA. 
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Mais ( 5 . VIII.) lABCDE ... MN 
r= AB‘ ( fin.iA ■+• fin.iA •+-fin.6A ...fin.in — iA 
fin.iA -+- fin. 4 A -+■ fin.6A ... fin.in — 4/I 
fin.iA 4 - fin.iA -hfin.6A ... fin.in— 6A 

fin.iA -H fin. 4 A 
fin.iA 

== AB 1 ( fin.iA fin.iA cofcc. A 
fin i A fin.) A cofec.A 
fin.iA fin.iA cofec.A 

fin.n — 1 A fin.nA cofec.A 

== ï AB' cofcc. A(cof.A — cofiA 
cof.A — co fie, A 
cof.A — cofijA 

* cof.A — cof.in — 1 A 

— ! AB ! cofec.A (n cof.A — (cof.A -+- cofi$A -+- cof. 5 A -h cof. y A . .. cof.in — tA) 

Subftituant à AB fa valeur lAZ fin. A ; on trouve J AB * cofec. A = iAZ*fin. A j ' 
& pour que les deux Expreflions de la Surface s'accordent, il faut qu’on ait l’Equation 

ifin. A (cof. A -+- cofi 3 A 4- cof.^A •+■ cof. in — 1 A = fin. inA. Ce qu’il eft 

facile d’obtenir par le §. 160 de ïlntroduclio . 

§. XXL On pourroit tirer pluficurs autres conlêqucnccs de toutes les Proportions 
que je viens d'établir: je me contenterai d'en indiquer une tout particuliérement rélutive 
à la Pratique. 

Quand on Ce propofe de réduire en un Triangle une Figure reâiligne : on a coutume 
de la réduire en un Triangle qui ait fon Sommet à un des Sommets de la Figure , & 
dont la Bafe foit fur un des Côtés de cette Figure. Pour cet effet , on s’appuie fur la 
trente- huitième Propofition du premier Livre des Elémens d’Euclide ; ôc on ôte à cette 
Figure fucceffivemcnt un Côté (ans changer la Surface ; jufqu'à ce qu’on ait réduit le 
nombre de fes Côtés au nombre irréduûible , trois. Cette opération , infiniment 
Ample 8t élégante dans la Théorie , devient inapplicable à la Pratique , pour peu que 
le nombre des Côtés foit confidérable. Les opérations intermédiaires 8( fucceflives 
qu elle exige, dépendant les unes des autres -, le réfultat final eft d’autant plus incertaia 
que leur nombre eft plus grand. Les Propofiiions précédentes donnent immédiatement 
les grandeurs de la hauteur & de la bafe du Triangle égal à la Figure propofée 
ceft-à dire , des Elémens defquels feuls dépend fa grandeur. 

En eflet , 
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En effet , foit A le Sommet de la Figure qui doit être le Sommet du Triangle égal 
à elle ; 8c foit MN le Côté de la Figure fur l’alignement duquel doit être la Bafe du 
Triangle cherché. On peut calculer ($. XIV) la Perpendiculaire abaiffée du Sommetvi 
fur le Côté MN. Item , on peut calculer les Surfaces des Parties retranchées par les 
Diagonales AM, AN ( §. VIII ) ; 8C partant trouver les Baies des Triangles égaux à 
ces Parties & ayant la même hauteur que le Triangle AMN. Donc, on peut calculer 
la Bafe du Triangle égala la Figure propofce& de même hauteur que le Triangle AMN. 

Il eft connu -, que la connoiffance de cette Bafe eft préliminaire à un grand nombre 
d’opérations qu’on peut fe propofer fur les Figures rcélilignes. En particulier , on en 
tire la manière de divifer (géométriquement) une Figure reéliiigne en un nombre 
propolc de Parties égales entf'elles ou ayant entr’elles des Rapports donnés. Je n’ai 
pas befoin d’avertir ; que , pour le calcul numérique , les Propofitions précédentes 
rendent fuperflue la recherche de cette Bafe , pour en tirer la Divilion de la Figure. 

XXII. Toutes les Propofitions que j’ai établies jufqu’à préfent fur la mefurc de la 
Surface d’une Figure reûilignc , reviennent à décompofer cette Figure en Triangles , 
ayant pour Sommet commun un des Sommets de la Figure , & pour Bafes fes Côtés 
non-adjacens à ce Sommet ; en calculant les Perpendiculaires abaiffées de ce Sommet 
fur ces Côtés. Je paffe à un autre procédé pour calculer cette Surface. Il confifie 
à abaiffer des Perpendiculaires de tous les Sommets de la Figure , fur un des Côtés 
feulement. Par-là, la Figure eft dccompofco en dcuxTriang'es rcftangles adjaccns 
aux Extrémités de ce Côté ; 8t en Trapèzes , dont deux Côtés font parallèles favoir 
perpendiculaires à ce Côté , & dont les autres Côtés font , un Côté de la Figure , 
& la Partie du premier Côté comprifc entre ces Perpendiculaires. Or , dans les 
§§. XVII & XVIII , j’ai eftimé , tant ces Perpendiculaires, que les Parties de la Bafe 
comprifes entr’clles. Donc , on peut eftimer les Surfaces de ces deux Triangles & de 
tous les Trapèzes. 

Premier Exemple. Soit ABC un Triangle. Soit abaiffée du Sommet B fur la BafcAC 
. . . r • . . . Ab = AB cof.iîo°—A 

la Perpendiculaire Bb. On obtient , en fuivant ce procédé ; q = BC C0/.180 0 C 

Et Bb=g%fj£ç Donc, lABC = AB l fin.A co/.t8o° — A+BL'fin.C cof.i$o° — C. 

On ramène ailement cette Exprefiion à l’Exprefiion plus fimplc ABy.BC fin. B ; 
en fubftituant à BC fa valeur qui eft ABxjj^-ç ; £< en obfervant que 
fin. B = fin. A-hC = fin. A cof.C ■+■ cof.A fin.C. 

Omettant fucceffivement chaque Côté dans cette Exprefiion de la Surface d’un 
Triangle ; on peut en tirer quelques Théorèmes , auxquels je ne crois pas devoir 
m’arrêter. 

G 



Fig. VI. 
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Second Exemple. Soit ABCD un Quadrilatère ; des Sommets B 8c C duquel on a 
abaiffé fur la Bafe AD les Perpendiculaires Bb, Ce. 


Bb = AB fin. A _ 
Ce = CD fin. D ’ 


Ab := AB cof. i8o ° — A 
bc = BC cof. i8o° — {A-bB 
De = CD cof. 180“ — D. 


îABb = AB 1 fin. A cof. i8o ° — A 

xBbcC = {AB fin. A-hCD fin.D) x BC cof. i8o° — {A-bB) 

iCDc = CD 1 fin. D cof. 180 — D 


Dc-là , iABCD = AB 1 fin. A cof. 1 8o° — A 

ABxBCfin.A cof. i8o° — (A-bB 
BCxCD fin.D cof. i8o° — (D-bC) 

CD 1 fin.D cof. i8o° — D. 

Je ne m’arrête pas à montrer la convenance de cette Expreflion avec celle qui clt 
tirée du $. VIII , ni à développer les différentes Propofitions qui découlent des com- 
paraifons des Expreflîons qu’on obtient en omettant fucceflivement chaque Côté du 
Quadrilatère. 

Troificmc Exemple. Soit ABCDE un Pentagone dont/lE eft la Bafe , & C le Sommet. 
Soient Bb, Ce, Dd, perpendiculaires à AF. 


Bb = AB fin. A 

Ce = AB fin. A ED fin. E 

BC fin . A-bB DC fin. E-bD 

Ddz= ED fin.E 

Ab = AB cof. i8o° — A 

te = BC cof. i8o° — ( A-bB 

cd = DC cof. i8o°— (E-t-D 

dE = DE cof. i8o° — E 

xABb = AB 1 fin. A cof. iic°— A 

xBbcC= iABxBC fin. A cof. i8o° — ( A-bB 
BC 1 fin. A-bB cof. i8o° — {A-bB 

iCcdD= CD 1 -fin. E-bD cof. i8o° — (E-+-D 

îCDxDE fin.E cof. i8o° — ( E-bD 

iDEd = DE 1 fin.E cof. i8o° — E. 

Ces Exemples fuffifent pour conduire à la Loi des Expédiions des Surfaces des 
Figures reftiügncs déterminées par ce procédé. 
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Soient A, B, C, D, - - * • L, M, N, des Sommets fuccedifs des Angles de 
la Figure , jufqu’au Sommet N de cette Figure. En abaiflânt du Sommet N fur la 
Bafe dont A eft l’Extrémité la Perpendiculaire Nn ; on obtient l’Equation fuivante 

iABCD - - - LMNn = AB‘ fin. A cof. 1 8 o°— A 

i AB fin. AxBC cof. 1 8 o° — (A-4-B 

CD cof i8o°— [A + B+C 

LM cof. iîo°—( A+B+C-* L 

MN cof i8o°— (A+B-hC-i M 

BC'fin.A+B cof i8o°— M-t-B 

, iBC fin. A-hBxCD cof. i8o° — (A-hB-hC 

LM cof i8o°— (A+*-t-C L 

MN cof. i8o° — [A-t-B-t-C M 

CD 1 x fin. A-hR-+-C cof. i8o° — (A-hB-t-C 

iCD x fin. A-hB-hC 

LM cof. i8o°— (A-hB+C L 

MN cof i8o°—(.A+B-bC Ai 

LM 1 fin.A-i~B-t-C — L cof r 8o° — (d+H+C - •** -L 

iLM fin. A+B-hC — LxMN cof. i8o°-(/!-f-B-f-C’ M 

MN 1 fiin.A-^-B-i-C --- M cof i8o° — {A-hB-^C M 

On calculeroit de la même manière la Partie lîtuée de l’autre côté de la Perpen- 
diculaire Nn : abaidce du Sommet N. 

Au relie, ce n’cfl que pour la commodité, pour diminuer le nombre des Termes, 
5c pour éviter quelques Expredions négatives , que j’indique la didinâion de Sommer. 
La Loi qui a lieu depuis une des Extrémités de la Bafe jufqu’au Sommet de la Figure, 
ayant lieu également pour tous les Côtés de la Figure, 8c s’étendant au-delà du Sommet 
jufqu a l’autre Extrémité de la Bafe. 

Si on veut eftimer une Figure reftiligne par ce procédé ( moins fimple que le 
premier §. VIII ) ; je crois qu’il convient de la décompofer en deux Parties par une 
Diagonale de part 8c d’autre de laquelle les nombres des Côtés foient égaux ou 
diderens feulement d’une unité ; en calculant préliminairement les Angles formés 
par cette Diagonale 5c les Côtés adjacens. 

Remarque. Je ne m’arrête pas à l’énoncé des Théorèmes qui découlent de ces 
Expredions , comparées entr’elles fuivant qu’on regarde comme Bafes diffërcns Côtés , 
ou fuivant qu’on la décompofe différemment par une Diagonale , ou comparées avec 
celles du $. VIII. Je lailfe ce travail à ceux de mes Lecteurs qui feront curieux de cette 
recherche. 
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§. XXIII. Dans tout ce qui précédé , je ne me fuis occupé que des Figures de la 
première Gaffe , conformément à ce que j’ai annoncé dans le J. IV. Je vais auffi 
m’occuper des Figures de la fécondé Gaffe ; favoir , de celles qui ont un ou quelques 
Angles rentrans. Dans cet Examen , je procéderai comme pour les Figures de la 
première Claffc , en introduifant par des Exemples particuliers aux Formules générales. 

Dans les Figures de la première Gaffe, un Angle extérieur eff l'Excès de deux Droits 
fur l'Angle intérieur qui lui eff adjacent. Dans les Figures de la fécondé Gaffe , 
l’Angle extérieur répondant à un Angle rentrant , cft l’Excès de cet Angle rentrant fur 
deux Droits. Dans les Figures de la première Gaffe , la fomme des Angles extérieurs 
vaut quatre Droits ; dans les Figures de la féconde Gaffe , l’excès de 1 ^. femme des 
Angles extérieurs adjacens à des Angles faillans , fur la fomme des Angles extérieurs 
adjaccns à des Angles rentrans , vaut quatre Droits. (Voyez le bel Ouvrage élémen- 
taire de M. le ProEffeur Bertrand , T. 11 , p. jo ). Savoir, la Propofiiion qui a lieu 
pour les Figures de la première Gaffé , s’applique aux Figures de la féconde Gaffe , 
en changeant le ligne des Angles extérieurs répondans aux Angles rentrans. Nous allons 
trouver , que c’eft auffi-là le feul changement à faire aux Formules démontrées fur les 
Figures de la première Gaffe , pour qu’elles s’appliquent aux Figures de la fecor.de 
Gaffe. 

IX. Premier Exemple. Soit ABCD un Quadrilatère ayant un Angle rentrant en B. 
Que le Côté AB rencontre en C' le Côté CD. 

ABCD = AC'D-hBCC' 

Donc, lABCD = AC’xC'D fin. C-t-BC'xC'C fin.C’ 

= (AB-t-PC) ( CD—C'C ) 1 în.C'-hBC'xCC fin.C' 

= ABxCD fin. C' = ABxCD fin.C—B = ABxBC fin.— B 
— ABxC'C fin.C — ABxBC fin.B ABxCD fin.— B+C 

-+-B CxCD fin. C -+- BCxCD fin. C BCxCD fin. C 

Partant , la Formule pour l'Expreffîon de la Surface d’un Quadrilatère ayant un 
Angle rentrant, eff la même que la Formule pour un' Quadrilatère de la première 
Gaffe ( §5. V ic VIII ), en changeant le ligne de l'Angle extérieur adjacent à l’Angle 
rentrant. 

z°. Des Sommets B Si C foient abaiflees fur AD les Perpendiculaires Bb , Ce ; 
St foit Be' perpendiculaire à Ce. On trouve aifément , que £&'= 180° — ( A — B) , 
St fin.CBc' — fin. A — B 

Ce' = BC fin. A-B 
Bb = AB fin. A 

Ce — CD fin.p = CD fin. 360°— (A—E-t-C = —CD fin.A-B-hC. 

Donc, 
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Donc, AB fin. A 

BC fin. A — B = —CD fin. A — B-+-C 
ou , AB fin. A 

BC fin. A— B . • i’~ ; VVL 

CD jin.A—B+C = o. Conformément au J. XV, en changeant le figue de 
l’Angle B. 1 -j i 

3°. Ab = AB cof. 1 8o° — A 
bc = BC cof. 1 80 °—(A—B 

cD = CD cof i8o°— D = CD cof A-B-hÇ — t£o° . 

= )CD cof iio°-{A— B-bC. 

Donc, AD = AB cof i8o° — A ) 

BC cof. iio°— (A— B . ’ / 1 

CD cof.iio 0 — ( A-B-t-C • Conformément au §. XIX, en changeai* 
le ligne de l’Angle B. 

4°.' ABCD = ABb -t- BbcC -+• CcD. >• , ;; 

Donc, lABCD = AB 1 fin. A cof i8o° — A 

( AB fin.A-i-BC fin. A — B) BC cof 180 — ( A — B 
CD 1 fin. D cof iio° — D 
= AB 1 fin. A cof i8o° — A 

ABxBCfin.A cof 180° — ( A — B — r ... •, 

BC 1 fin. A — B cof x8o° — (A— B 

CD‘ . fin.D - cof r8o°i— D. . ( Voyez le 5- XXII. ) 

Remarque. Dans toutes ces Equations ; fi on omettoit l'Angle rentrant en B , on 
trouveroit pour les Figures de la fécondé Clarté prédfément les mêmes Exportions 
que pour celles de la première. , V 

Second Exemple. Soit ABCDE un Pentagone ayant -uni Angle rentrant en C. Que Fig- X. 
les Côtés AB, DC, fe rencontrent en B' : n •' : i 

ABCDE = AB'DE +- BBC. 

Donc, iABCDE == AB'xB'D fin. B' ■+• BB'xB'C fin. B' - . . 

AB'xDF. fin. B'+D : : : > • •’] ' - - 3 *. 

B'DxDF. fin.D • ” " ' ; ' V. • 

= ( AB-BB ’) (B'C-t-CD) fin. B' -h BB'xBtf fin. B’ " 

(AB-BB’)DE fin.B'+D ) ’ 

ïB'C+CD)DE fin.D 

H 
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=s. ABxB'C fin. B' = ABxBC fin. B \ .: 

AExCD fiiuB' ABxCDfln.B-C 

—BB xCD fin. B' —BCxCD fin.C 1 
ABxDE fin.B -bD • ABxDE fin.B—C ■ 

—fiB'xDE fin. B'h-D — BCxDE fiA.B—C+D x 
B'CxDE /în.D BCxDEfin.Dxj^—- 

CDxDE fin.D CDxDE fin.D ■ - " 

Or ( 5 . II. i°. ) j /n.B fin.D — fin.C fin.B-C-i-D = fin. B — C fin.D — C. 
Donc j iABCDE =■ ABxBC fin. B 

? ) CD fin. B-C 

DE fin. B-C+D - •' \ " . -- 

BCxCD fin . — C • c. - 

1)E fin.—C+D 
CDxDE fin.' D ” 

z*. Soient Bb, Ce, DJ, perpendiculaires à AE. Et foient Bc', Cd', perpendi- 
culaires à Ce, DJ. . . 01 • ... -- . 

Bb = AB fin. A y _ t . . - _ » v r; .- . 

Ce = ce' — Ce' = Bb — Ce 

ab fini A 

— BC fin. A-t-B — i3o # 

= AB fin. A > ! 

BÇ fin.A-hB ' . 

DJ = Ce+DJ' = AB fin. A 

BC fin. A+B 

.; 'Z .; CD fin.A-^B — C 


Donc 


= .DE finiE 

= DÉ fin. 3<îo°— (/f-t-B— C-f-D) 
z= —DE fin. A+B—C+D. 


Ab 

bc 




cd 

JE = 
Donc ; ^E = 


ylB yin./l 
BC y?n. /î-t-B 
CD /tn.^-+-B-C 

DE fin. 4 -i-B — C-s-D = 0. ; j 

ylB co/ 180° — y 4 
BC co/. yi-t-B — 1 8o° 

BC co/ 180 0 — (A-hB 
CD cof 180 0 — {A-hB— C 
DE cof 180 0 — £ 

DE cof. ,*G*-(A-hB-C-bD. 
AB cof. 1 8o°— A 
BCVcoft^^A-i-B 
CD cof. ,8o°-(^ + B-C 
DE cof 180 0 — C/l-t-B— C-t-D. 
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4°. Enfin , fi on exprime la furface de ce Pentagone , en le regardant comme 
compofé des Parties ABb, BbcC, CcdD, DdE : on trouve encore que fon ExprelTion 
ne difTere de celle qui a lieu pour les Pentagones de la première Claire , que par 
le figne de l’Angle C. 

Exemple troifùme. Je prendrai pour dernier Exemple , un Hexagone ayant deux 
Angles rentrons en B 6 c E. Que les Côtés Ad, DC, Ce rencontrent en C'. 

ABCDEF — AC'DEF -b BCC' 

Donc , i ABCDEF = AC’xC'D fin. C' BC'xC'C fin. C 

DE fin. C’-bD 
EF fin.C'-bD—F. 

C'DxDE fin. D 
EF fin. D-E 
DExEF fin. — E 

Or ; AC’xC'D fin. C’ -b BC’xC'C fin. C' = ABxBC fin.— B 

ABxCD fin—B-bC 
BCxCD fin. C 

AC’xDE fin. C’ -b D — ABxDE fin B-bC-bD 

BCxDF. fin.— B-bC-bD x 

J Jm.—B+C 

ACxEF fin. C’ -b D—E = ABxEFfin B-bC-bD— F. 

BCxEF Jin — H-t-C-t-D E jjtfe 

C'DxDE fin. D = CDxDF.fin.D 

-BC* DFfix.DxJ?^. 

C'DxEF fin. D—E = CDxEF fin. D—E 

-BCxEF fin. D-E x r-irr?' 

Or ( 5. II. i°. ) le Coefficient de BCx DE eû fin. C-bD 

&c le Coefficient de BCxEF, eft fin. C-bD — E. 

Donc , faifant ces fiibfiitutions , & difpofant les Termes dans l’ordre convenable 

lABCDEF = ABxBC fin B 

CD fin.-B-bC 
DE fin.— B-bC-bD 
Ei fin. — B-bL-bD — E 
BCxCD fin. C 
DF. fin. C-bD 
EF fin. C-bD— E 
CDxDF. fin. D 
FF fin. D—E 
DExEF fin.—E. 
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On trouve de même , que les Exprcffions des Perpendiculaires abaifTées des 
Sommets B, C , D, E fur le Côte AF, différent des Exprcffions des mêmes Droites 
pour les cas où la Figure n’a que des Angles faiilans ; uniquement par les (ignés des 
Angles extérieurs adjaccns aux Angles rentrait;. 

En particulier, on obtient les deux Equations 

AB fin. A AF = AB cof. 180°— A 

BC fin. A— B BC cof. 1 8o°— (A— B 

CD fin. A—B+C CD cof. t 8o°—(A—B-hC 

DE fin.A-B-hC-f D VE cof ,8 o°—(A—B+C+D 

EF fin. A — B-hC-+-D — E = o. EF cof i 8 o°— {A-B+C-+-D—L. 

Ces Exemples me paroiiîênt tout au moins fuffifans pour établir la Propofition 
générale : Que tout ce qui a été démontré pour les Figures de la première Clalle r 
cft vrai pour les Figures de la féconde Cladc , en faifant précéder du figne de la 
lôuftraélion les Angles extérieurs adjaccns aux Angles rentrans. La Démonftration 
de cette Propofition générale n'a aucune difficulté , en fuivant un procédé analogue 
à celui qui eft contenu dans le §. VIII. 

$. XXIV. Il eft une Propriété remarquable ( quoique bien connue ) des Figures 
rcôilignes relativement à leur Surface ; dont je crois convenable de montrer la liaifon 
avec les Propofitions que j’ai établies. Savoir , fi d’un Point quelconque pris dans 
l'intérieur de la Figure on mène des droites à tous fes Sommets ; de manière qu’on 
l’ait décompofce on Triangles ayant ce Point pour Sommet commun 8 c pour Bafes les 
Côtés de la Figure -, la fui face de la Figure eft égale à la fomme de tous ces Triangles. 

Je dois donc montrer : Que 1 Exprcffion de la fomme des furfaccs de tous ces 
Triangles , eft indépendante de la pofition du Point qui eft leur Sommet commun. 
Or , pour trouver l’Expreflîon de cette Somme , je dois trouver en particulier les 
Exprcffions des Perpendiculaires abailî’ées de ce Point fur tous les Côtés de la Figure , 
dans les Quantités fufîlfantes pour déterminer fa pofition ; par exemple , dans fa 
diftancc à l’un des Sommets , 8 c dans l’Angle que la Droite menée à ce Sommet 
fait avec un des Côtés qui lui font adjacens. Partant , je vais m’occuper de la recherche 
des Exprcffions de ces Perpendiculaires. 

f ig. XII. I.emmc. Soient des Droites en nombre quelconque , Z A, ZB, ZC, ZD - - - ZM, ZN ; 
qui partent d’un même Point , données de pofition fur un Plan. ConnoifTant , tant la 
Diftance YZ d’un Point Y au Point Z, que l’Angle YZA que la Droite YZ fait avec 
l’une ZA des Droites données de pofition : On peut connoîtrc les Diftances de ce 
Point Y à chacune des Droites reliantes données de pofition. 

Que 
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Que les Angles YZA, YZB , YZC, YZD YZM, YZN, foient tous comptes 

dans un même fens relativement à la Droite ZY. 

Les Angles YZB, YZC, YZD, ... YZM, YZN, feront 

vcnTem YZA + AZB , YZA+AZC, YZA+AZD , . . . YZA-hAZM, YZA+AZN. 

Soient Y a, Yb, Yc, Y d, Ym, Yn, les 

Perpendiculaires «baitfécs du Point Y fur les Droites • . . . • 

...... Z A, ZB, ZC, ZD, ZM, ZN ; ces 

Perpendiculaires feront rcfpcâivement les Sinus des Angles 

...... YZA, YZB , YZC, YZD, YZM, YZN, 

relativement à la Droite ZY prife pour Sinus total. Ces Perpendiculaires font 
donc exprimées comme il fuit : 

Y a = ZY fin. YZA 

Yb = ZY (fin. YZA cof.AZB -+• cof.YZA fin.AZB 

Yc = ' ZY{ fin. YZA cof.AZC cof.YZA fin. AZC 

Yd = ZY (fin. YZA cof.AZD + cof.YZA fin.AZD 

Ym = ZY (fin. YZA cofi AZM -t- cof.YZA fin.AZM 

Yn — ZY (fin. YZA cof.AZN -4- cof.YZA fin.AZN. 

, Remarque . Si une ou quelques-unes des Droites données de pofition font fituées do 
deux Côtés différens relativement à la Droite ZY ; les Angles formés par ces Droites 
& par la Droite Z A changent de ligne ; leurs Sinus changent donc aulfi de ligne , 
mais leurs Cofintis confcrvcnt leur ligne. Lc6 Perpendiculaires abaillccs fur ccs Côtés 
devenant les Sinus d’Anglcs qui ont auflî change de ligne : ces Perpendiculaires elles- 
mêmes changent de ligne ; & partant , on doit changer feulement le ligne du premier 
Terme de leurs Exprclîîons. 

Exemple. Soit ZY entre Z A 8c ZB ; on obtient 

Yb = ZY (fin.AZB cof.AZY — cof.AZB fin.AZY). 

Application. Soit une Figure rc&iligne ABCD - - - MN ; donnée de grandeur & fig. XIH. 
d’efpècc : Soit Y lin Point dans l’intérieur de cette Figure. Soit prolongée NA indé- 
finiment en A', & foient AC', AD'. AE', ... AM', AN', rcfpeftivemcnt 

parallèles aux Cotés BC, CD, DE, ... LM, MN, de manière que 

les Angles A' AB, A' AC' A'AD', A'AE‘ ... A' AM', A' AN', comptés dans 

» un même fens , aillent fucccflivemcnt en croisant. 

I 
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Les Exprcflions des Angle» A' AD font rcfpe&ivcment A 


A' AC 


A-bB 


A'AD 1 


A-+-B+C 


A'AE' 

• 



À' AM' 


A-hB-hC+D . • • 

.i 

A' AN' 


A-hB+C-hD • • . 

. L-bM 


Que les Diftances du Sommet A, aux Côtés BC, CD, DE ... . LM, MN, 

foient refpe&ivcment Ay, AP, Af, . . . . Ah, Av. 

Que les Diftances du Point K, aux Côtés NA, AB, BC, CD, DE, ... LM, MN, 

foient refpe&ivcment Y a, Yb, Yc, Yd, Ye, ... Ym, Yn; 

Si que les Diftances du même Point aux Parallèles . • AC‘, AD’, AE', ... AM', AN', 

foient auffi refpeâivement Yc', Yd', Ye', ... Ym',Yn'. 

On obtient ; Y a = AYx fin. A'AY = AY fin. A'AY 

Yb = AYxfin.BAY = AY fin.{AAY— A 
Yc' = AYx fin. C'AY = AY fin.(A'AY-{A-bB 
Yd'— AYxfin.D'AY = AY fin.{A'AY-(A-bB-bC 

Ym'= AYxfin.M’AY = AY fin.ÇA'AY— (A-bB-bC . . . .L 
Yn'= AYxfin.N'AY = AY fin.(A'AY—(A+B-bC . . . . M. 

Y a = AY fin. A'AY 

Yb = AY fin.[A'AY — A 

Yc = AYfin.{A'AY— (A-bB -+- Ay 

Yd = AY fin.(A'AY— (A-bB-bC ■+■ AP 

Ym I AY fin.^A'AY — (A-bB-bC-b . . , L •+■ Ah 

Yn = AY fin.(A'AY^-(A-bB-bC . ... M -b A, 

Soient pris les Reâangles des Perpendiculaires 

Y a, Yb, Yc, Yd, .... Ym, Yn ; par les Côtés . . . . ; 

NA, AB, BC, CD, .... LM, MN ; Si foit prife la Somme 

de ces Rettangles. 

On obtient : WÎBCD....M.V =: i°. AY fin. A'AY x NA 

AB cof. A 
BC cof. A-bB 
CD cof. A-bB-bC 

LM cof A-bB-bC-b • . . L 
MN cof A-bB-bt-b ... .M a 
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z°. —AY cof. A' AF x AB fin. A 

BC fin.A-hB 
CD fin. A-hB-hC 

LM fin. A-t-B-hC L 

MNfin.A-hB+C M 

3 °. BCx/f> 

CDxAf 

LMxA » 

MNx A » 

Or ( 5§.XV & XIX) ; les Coefficiens des deux Termes, AY fin.A'AY, AF cof. A' AF; 
font l'un & l’autre zéro. Donc , les deux premières Parties de cette Expreffion 
évanouiiTent j ou l’Expreffion de la Surface ne dépend point de la polîtion du Point F 
qui eft le Sommet commun des Triangles dans lefquels on décompofc la Figure. 

Remarque. Le procédé & la démonftration font les mêmes , lorfque le Point F 
eft fitué hors de la Figure. Dans ce cas , la Figure eft l'Excès de la Somme des 
Triangles ayant leur Sommet commun au Point F, de manière que ce Point eft 
dans l’un au moins des Angles intérieurs de la Figure adjacens aux Côtés qui font les 
Bafes de ces Triangles ; fur la Somme des Triangles ayant leur Sommet au même 
Point , de manière que ce Point eft hors de chacun des Angles intérieurs de la Figure 
adjacens aux Bafes de ces Triangles. Je ne m’arrête pas à pourfuivre l'Examen des 
différentes Poliiions de ce Point ; il ne peut avoir d’autre difficulté que celle de la 
longueur. 



o t 
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CHAPITRE SECOND. 


Calculs des Côtés & des Angles inconnus d'une Figure rectiligne , 
dans les Côtés & les Angles connus en nombre fuffifant pour la 
déterminer. 

§.XXV. Dans le Chapitre précédent , ' j’ai déterminé la Surface d’une Figure 
reSiligne dans fes Côtés fes Angles , en faifant entrer quelquefois dans l’Exprcflion 
de cette Surface des Quantités en nombre plus grand que n’eft celui des Côtés Sc 
des Angles nécellaircs pour la déterminer. Par exemple , dans le §. IX , j ai déterminé 
la Surface dans tous les Côtés 8c dans tous les Angles , exceptes deux ; dans le 
$. XXII , j’ai détermine la Surface dans tous les Côtés , excepté un ; & dans tous 
les Angles , auflî excepte un. Cependant , une Figure rc&iligne cft déterminée dan9 
fes Côtés bi fes Angles , en omettant , ou deux Côtés , ou un Côté 6t deux Angles , 
ou trois Angles. Partant , lorfqu’on veut déterminer la Surface d une Figure reâiltgne 
dans fes Côtes 6c fes Angles , en nombre plus grand que celui qui fuffit pour la 
déterminer ; il faut avant tout rechercher 15 ces Quantités peuvent s'accorder les unes 
avec les aunes , ou fi elles ne font point contradiâoires. Sans cette recherche préli- 
minaire , on s’expoferoit à faire en pure perte de longs calculs qui ne fauroient 
Rappliquer à aucun objet. 

La recherche des Côtés & des Angles d’une Figure , inconnus , mais déterminés 
par les Côtés & les Angles reftans connus , cft à plufieurs autres égards un objet qui 
mérite l’attention des Mathématiciens. On ne peut douter quelle ne ferve dans la 
Géométrie pratique. Il arrive fréquemment que le moyen le plus convenable de lever 
le Plan d’unTerrein (d’une Foret, d’une Ville , par exemple ) eft de l’environner 
d’un Polygone , aux Côtés duquel on rapporte fes Points principaux. Et il faut 
avant tout apporter la plus grande exaûimdc dans la mefure des Côtés & des Angles 
de ce Polygone , vérifier ces meforcs , 8c voir fi elles s’accordent les unes avec les 
autres. Quelques Praticiens fe contentent de vérifier la fomme de tous les Angles, 
en voyant fi elle s’accorde avec la valeur déterminée par le nombre des Côtés. Mais , 
outre qu’il peut fe gliifer dans la mefure des Angles des erreurs oppofées qui fc détruifent 
ou approchent de fe détruire dans l’addition : cette vérification n'apprend rien fur 
l'exaâitude des mcfurcs des Côtés, dont il n’cll pas moins important de s’aUiirer* 
qu’il ne l'eft de s’alfurer de celle des Angles. 
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Je ne répéterai pas ici ce que j’ai dit dans l’IntroduéUon fur l’utilité d'une Polygono- 
métrie , indépendante de la Trigonométrie fimple , foit qu’on l’envifage rélativement 
à la Pratique ou rélativement à la Théorie ; Si je pafle immédiatement à l’expofîtion 
des différons cas qu’elle préfente. 

$. XXVI. La Trigonométrie renferme trois cas généraux ( dont un feulement cft 
fufceptible de fubdivifion ). De même , la Polygonométrie fournit trois cas généraux , 
tous fufceptibles de fubdivifion , mais en meme tems fournis aux mêmes règles générales. 

i°. Un Triangle cft déterminé par deux Côtés & un Angle ; ou ce qui revient au 
même , par fes Côtés excepté un , & par fes Angles exceptés deux. 

De même , une Figure rc&iligne eft déterminée par fes Côtés excepté un , Si par 
fes Angles exceptés deux. 

Dans un Triangle, les deux Angles inconnus font adjacens l’un Si l’autre au Côté 
inconnu ; ou ils ne le font pas l’un 8c l’autre ( l’un d’entr’eux lctant néceffairement ). 

Dans une Figure rcâiligne quelconque ; ou bien , les deux Angles inconnus font 
l’un Si l’autre adjacens au Côté inconnu ; ou, l’un d’eux feulement eft adjacent à ce 
Côté ■, ou, ni l’un ni l’autre ne lui font adjacens. Dans ces deux derniers cas , les 
deux Angles inconnus font ou ne font pas adjacens l’un à l’autre. 

ï°. Un Triangle eft déterminé par un Côté St deux Angles ; ou , ce qui revient an 
même , par fes Côtés exceptés deux Si par tous les .Angles. 

De même , une Figure reftiligne eft déterminée par tous fes Angles , Si par fes 
Côtés exceptés deuk. 

On pourroit fubdivifer ce cas , fuivant que les Côtés inconnus font ou ne font 
pas adjacens l’un à l’autre -, mais le calcul n’exige pas cette fubdivifion. 

j°. Un Triangle cft déterminé par fes trois Côtés •, c’eft-à dire , que les Angles 
inconnus font au nombre de trois. 

De même , une Figure reâiligne eft déterminée par tous fes Côtés, Si par tous fes 
Angles exceptés trois. 

On pourroit fubdivifer ce cas fuivant les pofitions de ces Angles les uns à l’égard des 
autres ; favoir , fuivant le nombre des Côtés qui les féparent ; mais , le calcul n’exige • 
pas cette fubdivilion. 

Premier Problème. 

On connoit dans une Figure reâiligne tous les Côtés excepté un , 8c tous les 
Angles exceptés deux. On demande ce Côté 8c ces Angles. 

Divifeon. Les Angles inconnus font l’un 8c l’autre adjacens au côté inconnu; cds 
Angles font adjacens l’un à l'autre , fans l’être au Côté inconnu ; enfin , ils ne font 
pas adjacens l’un à l’autre. 

K 
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Premier cas du premier Problème. 

Les deux Angles inconnus ont pour Jambe commune le Côté inconnu. 

§. XXVII. Soit ABCD LMN , une Figure dont on connoit tous les Côtés 

excepté AN , 8c tous les Angles exceptés les Angles (extérieurs) A St. N. On demande 
ce Côté SC ces Angles. 

Par le $. XV AB fin. A 

BC fin. A -h B 
CD fin. d+B+C 

LM fin. - - L 

MN fin.A-t-B-t-C-b - -- Ai o. 


Donc, fin. AxAB 


BC cof. B 
CD cof B-t-C 


■+• cof. Ax 


BC fin. B 
CD fin. B-t-C 


LM cof. B-t-C — L LM fin. B-t-C — L 

MN cof. B-t-C— -M MNfin. B-t-C - — M = o. 


De là, Tnng. i8o° — A = BC fin. B 
ou , Tang. BAN CD fin. B-t-C 


1.M fin. B-t-C - 
LlNfin. B-t-C - 


: AB-t-BC cof. B 

CD cof. B-t-C 

L LM cof B-t-C - -- L 

-M MN cof. B-t-C M. 


On détermine de même l’Angle N , en commençant par les Côtés NM, ML, &c.-- 

> Dc-là , on détermine le Sinus 8t le Cofinus de l'Angle A. Savoir , le Sinus de 

l’Angle A , e(t égal à une Fraâion dont le Numérateur eft le Numérateur de la 

Fraûion qui indique la Tangente du Supplément de A , St dont le Dénominateur 

cft la Racine quarrée de la Somme des Quarrés de Tes deux Termes ; 8c le Cofinus 

du Supplément de A cft une Fraélion ayant le même Dénominateur que la dernière , 

8c dont le Numérateur eft le Dénominateur de la première. Savoir , appelant P Si Q 

les Termes de laFraâion qui indique la valeur de laTangente du Supplément de A , 
P o 

on obtient fin. A = cof. j8o °— A = 


Digitized by Google 


( 3 9 > 

$. XXVIII. Remarque. PP+QQ =s AB l -*-zABxBC cof.B 

CD cof. B-bC 

Ùa cof. B-hC L 

MNcof.B+C-i M 

BC l -*-iBCxCD cof.C 

LM cof. C-i — L 
MN cof. C-i — Af 
CD 1 -*- iCDxDE cof.D 

LM cof D+ ■ - L 
MN cof.D-*--- M 

-+-LM 1 -*-iLMxMN cof.M 
-*-MN x 

Savoir , la Somme des Quarrés des deux Termes de la Fraâion qui exprime la 
valeur de la Tangente du Supplément de A , eft la Somme des Quarrés de tous les 
Côtés connus & de leurs doubles Reôanglcs par les Colinus des Sommes des Angles 
extérieurs compris entr'eux. 

XXIX. Connoiflant l’Angle A , on peut trouver l’Exprefïïon de AN d’après la 
Formule du §. XVIII. 

AN = AB cof. 1 8o° — A 

BC cof. 180 0 — (A-+-B 
CD cof. 180 0 — (A-*-B-*-C 

LM cof. 180 0 — ( A-*-B-*-C - - - L 
MN cof. 180 0 — (A+B-*-C - - - M 

Or , AB'/PP-t-QQ cof. 1 8o°— A — AB'-hABxBC cof. B 

CD cof. B-hC 

LM cof. B-+-C - - L 
MN cof. B-*-C — M 

BC'/PP+QQ cof. 180 0 — (A-*-B = ABxBC cof.B 

BC l +BCxCD cof.C 

LAI cof CrhD ---L 

• MN cof. C-hD - - - M 
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CDSPP+QQ cof i8o°— (vl-t-B+C = 


ABxCD cof.B-bC 
BCxCD co/.<H C 
CD'+CDxDE cof. D 

}- Si cof D+ - — L 

MNcofD M 


LMSPP+QQ cof 1 8o° — (A-t-B-hC -L = 


ABxLM cof Bh-Ch -*-- L 
BCxLMcof Ch L 


K LxLM cof L 

LM'—hLMxMN cof M 

MWPP+QQ cof iio°— (A+B+C-- M= ABxMN cof B+C-i M 

BCxMN cof Ch- — M 


MX* 


LMxMNcof 


M 


Ajoutant toutes ces Parties , on trouve pour leur Somme PP-t-QQ ; 8c partant 
AN = SPP-i-QQ. Savoir, le Quatre d’un Côté AN cft égal à la Somme des Quartés: 
i°. de la Somme des Produits des autres Côtés par les Colinus des Sommes des Angles 
extérieurs compris entr’eux 8t l’un des Côtés adjacens au premier ; i°. de la Somme 
des Produits des mêmes Côtés par les Sinus des mêmes Angles. 

Ou bien , ce Quarré cil égal à la Somme des Quarrés de tous les autres Côtés 
8t de leurs doubles Heôanglcs par les Colinus des Sommes des Angles extérieurs 
compris entr’eux. 

§. XXX. Cette valeur du Côté AN auroit pu être obtenue immédiatement des 
Propofitions contenues dans les JJ. XV — XVIII, fans avoir befoin de chercher pré- 
liminairement le Sinus Si le Colinus d'un des Angles adjacens. 

En clfet , foient quarrés les deux Membres de chacune des deux Equations 

AB fin. A AB cof 180 0 — A 

BC fin.A-t-B BC cof. 180° — M-f-B 

CD fin. zl-t-B+C CD coyi 180 0 — (zîH-Bh-C 

.LM fin. A-t-B-hC -* -* ■ -L LM cof 1 8o°- {A-bB+C - - - L 

MN fin. A-t-B-hC-t M = o MNcofiio 0 — (.A-hB+C M = AN. 

Le Quarré de AN eft égal à la Somme des Quarrés des deux premiers Membres ; Si on 
trouve en clfet pour ce Quarré , la Somme des Quarrés de tous les autres Côtés & de leurs 
doubles Rettangles par les Colinus des Sommes des Angles extérieurs compris entr’eux. 

5. XXXI. 
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§. XXXI. Le Quarré de AN peut fe préfenter de plufieurs autres manières fous 
la forme de la Somme de deux Quarrés , comme il fuit : 


AN 1 = i AB 

BC cof.B 
CD cof.B-bC 
DE cof. B-bC-bD 

LM cof. B-bC-bD 
MN cof. B-bC-bD 
= i°. AB cof.B 
BC 

CD cof.C 
DE cof. C-bD 

LM cof. C-bü-b - 
MN cof. C-bD-b - 
= 3 °. AB cof.B-bC 
BC cof. C 
CD 

DE cof.D 

LM cof. Dh 

MN cof. D-i 

— 4°. AB cof. B-bC-bD 
BC cof. C-bD 

CD cof. D 

DE 

LM cof. E-b -'--- 
MN cof. E-b ■ 

= AB cof. B-bC-bD . 

BC cof. C-bD - 

CD cof. D - 

LM 

MN cof. 

= AB cof. B-bC-bD - 

BC cof. C-bD - 

CD cof. D- 

LM cof. 

MN 


L 

-Mf 


L 

■M)» 


L 

My 


L 

My 

L 

L 

L 


My 

M 

M 

M 

M 

y 


» 

BC fin. B 
f CD fm. B-bC 
DE fm. B-bC-bD 

LM fin. B-bC-bD-- - L 

MN fin. B-bC-bD My 

H AB fin. B 

» 

-bCD fin.C 
DE fin. C-bD 


LM fin. C-bD L 

MNfin. C-bD My 

H AB fin. B-bC 

— BC fin. C 

n 

-bDE fin.D 


LM fin. D-b L 

MNfin.D-b M) 1 

H AB fin. B-bC-bD 

— BC fin. C-bD 

— CD fin. D 

» 

-bLM fin. E-b - L 

-bMNfin.E-\ M) 1 

-b — AB fin. B-bC-bD - — L 

—BC fin. C-bD L 

—CD fin. D L 

» 

>4 -MNfin M'y ■ 

“4" “ — AB fin. B-bC-bD - - - - M 

—BC fin. C-bD M 

—CD fin. D M 

—LM fin '....My 

» 

L 
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Nous verrons dans la fuite des Applications importantes de ces différentes décom- 
po (irions. 

XXXII. Corollaln. Dans une Figure reâiligne quelconque foit menée une Dia- 
gonale. La Somme , de la Somme^dcs Quarrés des Côtés (itués d’une part de cette 
Diagonale 8 t de la Somme de leurs doubles Rcâangles par les Colinus des Sommes 
des Angles extérieurs compris cntr’etix ; eft égale à la Somme , de la Somme des 
Quarrés des Côtés (itués de l’autre part de la même Diagonale 8 c de la Somme de 
leurs doubles Reôanglcs par les Cofinus des Sommes des Angles extérieurs compris 
entr’eux. L'une 8 c l’autre de ces deux Sommes peuvent être préfentées de toutes les 
manières énoncées dans le Paragraphe précédent. 

Il fuit encore de-là , qu’on peut calculer la Diagonale qui joint deux Sommets 
quelconques , puifqu’elle eft la Bafe d’une Figure reâilignc ( à laquelle le Côté inconnu 
n’appartient pas ) dont on connoit tous les autres Côtés 8 c tous les Angles exceptés 
les deux qui lui font adjacens. 

§. XXXIII. Le procédé trigonométrique auroit confifté dans Ja (Liite d’opérations 
fuivantes. ' 

Soient menées toutes les Diagonales AC, AD, AF. AL, AM. 

Dans le Triangle ABC, dont ou connoit deux Côtés 8 c l’Angle compris B ; on 
peut calculer le Côté AC , 8 c les Angles adjacens ; de-là on connoîtra l’Angle ACD. 

Dans le Triangle ACD , on connoit donc deux Côtés AC, CD, 8 c l’Angle compris • 
ACD ; donc , on peut calculer le Côté AD 8 c les Angles adjacens , &C de-là on 
connoîtra l’Angle AD E. 

En s’avançant ainfi de Triangles en Triangles on parviendra au Triangle AMN, 
dont on pourra calculer le Côté AS 8 c l’Angle N. 

Op voit que la fuite des doubles opérations qui compofent.ee procédé trigono- 
métrique doit le rendre incertain , (i le nombre des opérations fucccflïvcs eft un peu 
grand -, 8 t qu’il eft bien difficile d’en tirer quelque propriété générale des Figures 
reflilignes ; tandis que nous avons pu le faire d’une manière (i élégante par le procédé 
polygonomctrique (impie. Sans pourfuivre le réfultat final du calcul trigonométrique, 
je rcconnois que la recherche de fon accord avec le calcul polygonométrique eft un 
objet d’exercice , tout au moins curieux pour les jeunes Géomètres. 

§. XXXIV. Au moyen des Propofitions établies dans le 5. XIV , ce premier cas 
de la Polygonométrie peut toujours fe réduire au cas analogue de la Trigonométrie : 
Déterminer un Triangle dont on connoit deux Côtés 8 c l’Angle compris. 

En effet, que les Côtés AB, NM, fe rencontrent en Z. Des Sommets A 8 c S', 
foient abaiffées fur les Côtés NM 8 c AB , les Perpendiculaires An, Na. 
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AB yTn.B-+-C-*-D— - Af 

Na = BC fin. B 

BC fin. 

C-t-D- — M 

CD fin « fi-fC 

CD fin. 

D— Af 

DK fin • 04-6+D 

LM fin. 

M 

iVÎ.V/m. 


Or, dans leTriangle AZn , refbmgle en n; An = AZ fin. Z = AZ fin.B-+-C-i-D - - M 
& dans le Triangle NZa, rc&angle en a ; Na = A ’Z fin. Z — NZ fin. B-t-C+D - - M 

Donc , on connoît les Expreflions des Droites AZ 8c NZ. Donc , dans le Triangle 
AZN , on connoit deux Côtés AZ, N Z, 8t l’Angle compris Z. Donc , ce Triangle eft 
déterminé ; 8c en particulier on peut calculer le Côté AN 8c les Angles à la Baie A Si N. 

Je laifle encore aux jeunes Géomètres le foin de montrer l’accord de ce procédé 
mixte ou polygonométrico-trigonométrique , avec le procédé polygonomérrique 
immédiat. Cette recherche n’aura pour eux aucune dilliculté , pour peu qu’ils foient 
familiers avec les Formules de la Trigonométrie analytique. Je me contenterai de 
remarquer : Que , tandis que le procédé polygonométrique donne immédiatement 
les ExpreUîons les plus (impies du Côté 8c des Angles cherchés ; lç procédé mixte 
ne préfente pas immédiatement ces Expreflions fous leurs formes les plus limples ; 
mais , pour y parvenir, il faut employer des rédudions étrangères au but principal. 

§■ XXXV. On peut conftruire immédiatement la Figure propofée dans fes Côtés 8c 
fes Angles donnes en fàifant fuccelTivement 8c alternativement fes Côtés Sc fes Angles 
des grandeurs données. Ce procédé , le plus fîmple dans la Théorie, eft un des moins 
sûrs dans la Pratique ; foit à caufe de la grande influence des erreurs commifes dans 
les tranfports des Angles ; foit à caufe de la dépendance de l'une quelconque de ces 
opérations de toutes celles qui la précèdent. La conftruftion par les Diagonales mec 
à l’abri de ces deux fources d’erreurs -, mais elle a l'inconvénient de la longueur des 
calculs préliminaires qu’elle exige. Je me propofe de développer une conftruffion 
Ample 8c qui me paroît à l’abri de ces reproches, par laquelle on détermine en 
même tems le Côté 8c les Angles inconnus. Mais pour le faire d'une manière fatis- 
faifante , je crois devoir établir quelques Propofitions préliminaires qu’on ne trouve 
pas dans les Cours ordinaires de Mathématiques pures , 8c qui trouveront dans la fuite . 
des applications remarquables. 

§. XXXVI. Lcmmt premier. Deux Points 8c une Droite étant donnés de pofïtion 
fur un Plan : De ces deux Points , 8c d’un Point quelconque pris fur la Droite qui les 
joint , foient abailTces des Perpendiculaires fur la Droite donnée de polition : J’arErme 
que la Somme du Kettangle de la Perpendiculaire abaiifée de l’un des Points donnés 
par la Diftance de l’autre des Points donnés au Point pris à volonté ; 8c du Reétangle 
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de la Perpendiculaire abailTéc de l’autre des Points donnés , par laDiftance du premier 
Point donné au Point pris à volonté , eft égale au Reâangle de la Perpendiculaire 
abailTée du Point pris à volonté par la Diftancc des deux premiers Points. 

Symboliquement. Soient A Si B deux Points donnés ,' defquels foient abaificcs fur 
lig. XIV. une Droite donnée de polition les Perpendiculaires AA', BB'; Si d’un Point Z pris 
i°. entre A Si B , foit abailTéc fur la même Droite la Perpendiculaire ZZ’. J’affirme que 
AA’xBZ -h BB'xAZ = ABxZZ'. 

Conjlr. Par Z foit menée à A’B', une Parallèle qui rencontre en a Sc b les Perpen- 
diculaires AA', BB'. 

Demonjlr. Les Triangles AZa, BZb, font fcmblablcs ; donc , AZ : BZ = Aa : Bb ; 
Si AZxBb = BZxAa. 

Or , AA' = ZZ' — Aa ; 8c AA'xBZ = ZZ'xBZ — AaxBZ 
Item, BB' = ZZ'-h Bb ; Si BB'xAZ = ZZxAZ ■+- BbxAZ. 

Donc, ajoutant ------- AA'xBZ -+- BB'xAZ = ZZ'(AZh-BZ) = ZZ'x AB. 

Remarque première. Si la Droite A'B' rencontre AB entre A Si B -, par exemple , 
entre B Si Z-, on auroit de même AA'xBZ — BB'xAZ = ABxZZ'. La Perpendi- 
culaire BB' ayant changé de direâion , elle doit être précédée du ligne oppofé. 
En particulier , li la Droite A'B' palTe par le Point Z , en forte que la Perpendi- 
culaire ZZ' évanouifTe ; on obtient AA'xBZ = BB'xAZ. 

Fig. XIV. Si le Point Z eft litué fur la Droite AB prolongée : la Droite BZ ayant changé 
2 °. de Direôion 8t partant de ligne, on obtient — BZxAA' ■+■ AZxBB' = ABxZZ'. 

Remarque fécondé. Lorfque le Rapport de AZ à BZ eft donné, le Point Z eft 
déterminé , 8c fa pofition ne dépend pas de la Ligne A'B' fur laquelle on abaifte 
les Perpendiculaires. Partant , deux Points étant donnés de polition , 8c deux 
Droites étant données de grandeur , on peut toujours trouver en même tems la 
polition d’un troilième Point 8c la grandeur d’une troilième Droite; de manière 
que, fi fur une Droite quelconque on abaifte des Perpendiculaires depuis le Point 
donné 8c depuis le Point trouvé , la fomme ( prife dans le fens général ) des Per- 
pendiculaires abaiffecs des Points donnés par les Droites données de grandeur, 
eft égale à la Perpendiculaire abaiftëc du Point trouvé de polition par la Droite 
trouvée de grandeur. Savoir , le Point Z fc trouve en coupant la Droite AB en 
deux Parties BZ , AZ , qui foient entr’eiles comme les deux Droites données de 
grandeur; 8c la troilième Droite eft la fomme des deux Droites données. 

J. XXXVII. Lemme fécond. Un nombre quelconque de Points étant donnés 
de pofition fur lin Plan, on peut trouver fur ce Plan, un Point, tel; que, li de 
tous les Points donnés Si de ce dernier Point on abaifte des Perpendiculaires fur 

une 


Digitized by Google 


C 4T ) 

une Droite quelconque menée dans ce Plan 3 la Comme de» Perpendiculaires abniflees 
de tous les Points donnés (. fuppofées menées dans un même Cens; 8i en changeant 
les lignes correfpondans aux changemcns de Dirc&ion ) , ell égale à la Perpendi- 
culaire abaiiTéc du dernier Point prife autant de fois qu'il y a de Points donnés. 

Symboliquement. Soient A, B, C, D, - — M, N, un nombre quelconque n d« 
Points donnés de polition. Soit LL' une Droite quelconque,. De tous les Points 
A, B, C, D — M, N. Soient abaiflees fur LÛ les Perpendiculaires 

AA', BB', CC‘, DD', — MM', N N’. J’alTirmc ; qu’on peut trouver le Point Z , 
duquel abaiflant ZZ' perpendiculaire à LL' ; la Somme des premières Perpendiculaires 
cft égale à la dernière prife n fois. 

En effet , par le Lemmc premier, coupant AB en deux parties égales auPoiwPj 
& abaiflant PP' perpendiculaire à LL', on obtient AA'-h BB' = tPP'. 

Soit menée PC 5 ÔC foit coupée PC en Q, en deux parties , de manière que 
CQ =■ iPQ 3 & foit QQ' perpendiculaire à LL'. On obtient f idem ) , 
3QQ' = iPP'-t-CC' = AA'-t-BB'-t-CC'. Soit menée DQ ; laquelle foit coupée en R, 
de manière que DR =: 3 QR ; 8c foit RR' per endiculaire à LL'. On obtient (idem) 3 
4 RR'= sQQ'-hDU'= AA'-hBB'-hCC'-i-DD'. 

En fuivant ce procédé , on parvient enfin au Point Z , tel : 

Que, nZZ' = AA'-t-BB'-bCC'-h — NS'. Savoir, on montre par un proCédé con- 
forme à celui du 5 - VIII ; que , fi la Propofition eft vraie pour un nombre quelconque 
de Points donnés, elle eft vraie pour un nombre de Points plus grand d'une unité. 
Mais la Propofition eft vraie pour des Nombres de Points, petits , tels que 1, 3, 4, 
Donc , elle eft vraie pour un nombre quelconque de Points. 

Remarque première. A la fimplc Comme des Perpendiculaires abaiflees des Points 
donnes , 8c au multiple de la Perpendiculaire abaiflcc du Point à trouver : j’aurois 
pu fubftittier la Somme des ReÔangles de? premières Perpendiculaires par des Droites 
données ; 8c le Reâangle de la dernière Perpendiculaire par la Somme des Droites 
données. Mais , pour le but que. je me propofe , je n’ai befoin que de la fimpie Somme 
de ces Perpendiculaires. 

Remarque féconde. Le nombre de fois que la Perpendiculaire abaifleedu Point Z 
doit être répétée pour égaler la Somme des Perpendiculaires abaiflees de tous les 
Points donnes , cft déterminé par la Pofition du Point Z , 8c par le nombre des Points 
donnés. On peut donc énoncer cette Propofition un peu autrement ( fous la Forme 
de Porifmc 3 voyez fur ce genre de Propofitions la Note jointe aux $$. g 8c n ) 5 
comme il (bit. Un nombre quelconque de Points érant donnés de pofition (ûr un 
Plan •, on peut trouver en même tems un Point & un Nombre , tels 3 que , fi de 

M 
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tous les Points donnés & du Point trouvé on abaiiTe des Perpendiculaires fur une Droite 
quelconque , la Somme des Perpendiculaires abaiflëes de tous les Points donnés , eft 
égale à la Perpendiculaire abaiflëe du Point trouvé , répétée le nombre trouvé de fois. 


Remarque troifiùme. De ce qui précède , découle évidemment la manière de déter- 
miner le point Z. Par un Point quelconque S , foient menées deux Droites SL, SL' 
( par exemple , perpendiculaires l'une à l'autre ). De tous les Points donnés , foient 
abaiflëes des Perpendiculaires fur les deux Droites menées. Soit prife la Somme des 
Perpendiculaires abaiflëes fur l'une de ces Droites , foit divifée cette Somme par le 
nombre des Points , 8c foit menée à cette Droite une Parallèle éloignée d’elle d’une 
Droite égale au Quotient. Soit faite la même opération pour l'autre Droite. Le Point 
de feâion des deux Parallèles menées , fera le Point Z cherché. 

Par cette conftruôion : le Point Z eft déterminé rélativement à deux Droites feule- 
ment , de manière qu'il jouit rélativement à elles de la Propriété propofée : Il faut 
prouver; que, dès- lors , il en jouit rélativement à toute autre Droite. 


Les Perpendiculaires abaiflëes des Points 


. . . A fur SL 8c *SL' 

• * 

font rcfpcâivement SA fin. LS A 8c SA cof.LSA 

B . . 

. . , / SB fin. LSB 

SB cof.LSB 

C . 

. . . SC fin.LSC 

SC cof.LSC 

D . 

, . . SD fin. LSD 

SD cof. LSD 

k . 

. .... skfin.LSM 

skcof.LSM . 

N . 

. SNfin.LSN 

SN cof. LSN 

Et par fuppofition , n 

étant le nombre des Points , on 

a les deux Equations 

SA fin. LS A 

SA cof.LSA 


SB Jïn.LSB 

SB cof.LSB 


SC fin.LSC 

SC cof.LSC 

' * J i ' ’ • 

’ SD fin. LSD = 

nSZ fin.LSZ; & SD cof.LSD = 

nSZ cof.LSZ. 

skftn.LSM 

skcof.LSM 

• 

S N fin. LS X 

■ . SN cof.LSN 

i . * . • .i 

t 

j°. Soit SI une autre Droite menée par le Point S ; 8c 

que la Droite SL foit 

regardée comme étant lituée entre tous les Points A, B, C - 

- - N 8c la Droite Si. 
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Les Perpendiculaires à la Droite SI , abailfécs des Points 

A font refpe&ivemcnt SA fin. ISA ou fin. LSixSA cof. LS A + cof. LSixSA ftn.LSA 
B SB fin.ISB SB cof.LSB SB fin.LSB 

C . . SC fin. ISC SC cof.LSC SC fin.LSC 

D SDfin.ISD SD cof.LSD • SD fin. LSD 

h . SM fin. ISM • SMcof.LSM SMfin.LSM 

N ... SN fin. ISN SN cof. LSN S SI fin.LSN 

Donc , la Somme de toutes ces Perpendiculaires eft 

nSZ fin. LSI cof. LSZ ■+■ nSZcof.LSlfin.LSZ 

ou , n SZ(fin. LSI cof. LSZ -+- cof. LSI fin. LSZ) 
ou , nSZ fin. LSI ■+• LSZ =. nSZ fin. ZSl. 

Donc , la fomme de toutes ces Perpendiculaires vaut n fois la Perpendiculaire 
abaiffce du Point Z fnr la Droite SI. 

i°. Que la Droite L" fur laquelle on abailTc les Perpendiculaires ne paffe pas par 
le Point S. Par ce Point S foit menée à L" une parallèle SI. Les Sommes des Per- 
pendiculaires abaiffées des Points donnés fur les Droites L" 8c SI , different l’une de 
l’autre, de la Diftance de ces deux Droites prife autant de fois qu’il y a de ces 
Perpendiculaires; c’eft à-dire , de n fois la Différence ( prife de la même manière) 
des Perpendiculaires abaifîées fur les mêmes Droites depuis le Point Z. Mais ( premier 
cas ) la Somme des Perpendiculaires abaiffées des Points donnés fur la Droite Si 
vaut n fois la Perpendiculaire abaifféc du Point Z fur la même Droite. Donc auflî 
la Perpendiculaire abaiffée des mêmes Points fur la Droite L" vaut n fois la Perpen- 
diculaire abaitîée du Point Z fur cette Droite. 

N. B. Le mot Somme eft toujours pris dans le fens général , qui comprend celui 
de Différence , provenant du changement de ligne répondant au changement de 
direftion des Droites qu’on regarde comme additives quand elles font menées dans un 
fens déterminé. 

§. XXXVIII. Définition. Le Point Z joue un grand rôle dans la Méchanique , où il 
eft appelé Centre Je Gravité de Poids égaux placés aux Points A, B, C, D --- Af, N. 
Pour abréger , & pour ne pas multiplier les Termes ; qu’il me foit permis d'intToduire 
dans les Mathématiques pures , oc mot qui tire fon origine d'une fcience phyfico- 
mathématique. Mais il'n’cft point •néccftêire d’avoir égard à cette origine étrangère; 
& pour répondre au but de cet Ouvrage , il fufKt que ce Point foit tel : Que la 
Somme cto Perpendiculaires abaiffées de tous les Points dont il eft le Centre de 
Gravité, fur une Droite quelconque, foit égale à la Perpendiculaire abaifféc du même 
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Point ftir la même Droite , prifc autant de fois qu’il y a des premiers Points. Je me 
fuis occupé dans un autre Ouvrage de quelques autres Propriétés remarquables de ce 
Point. Voyez Relatio mu tua Capacitalis f> Termir.orum Figurarum, p. 60-71, zoj-zio. 

5. XXXIX. De tout ce qui précède , on tire aifément la folution du Problème 
fuivant , qui trouvera des applications dans la fuite. 

Problème. Un nombre quelconque de Points A, B, C, D M, K, étant donnés 

de Pofition fur un Plan ; Sc un Point' de plus S , étant aufli donné de Pofitioft ; mener 
par S une Droite , fur laquelle abaitîant des Perpendiculaires depuis tous les Points 
donnés, la Somme de ces Perpendiculaires fuit donnée de grandeur. 

Soit cherché le Centre de Gravité Z , de tou S les Points donnés , A, B, C, D M, N 
i°. Que la Somme donnée doive être zéro : la Droite S Z eft la Droite cherchée. 
i u . Que la Somme donnée ne foit pas zéro. Soit divifée cette Somme par le nombre 
des premiers Points donnés ; foit R la partie aliquote dé cette Somme répondante à 
cette Divifion. Du Point Z comme Centre , avec le Rayon R foit décrit un Cercle. 
Du Point S foient menées à ce Cercle la Tangente ou les Tangentes qu’on peut lui 
mener. Cette Tangente ou ces Tangentes , feront les Droites cherchées. 

Si la Droite R eft plus petite que ZS , le Problème a deux folutions ; ou il y a deux 
Droites auxquelles répond une même Somme des Perpendiculaires qui leur font abaif- 
fées. Si la Droite R eft égale à ZS, le Problème n’a qu’une folution , 8t la Droite 
cherchée eft perpendiculaire à SZ. Cette Droite R a alors fa plus grande valeur; 
& fi la Droite R eft plus grande que SZ , le Point S étant dans le Cercle dont Z eft 
le Centre 6c R le Rayon , on ne peut mener du Point S aucune Tangente à ce 
Cercle ; donc , le Problème eft impoftible. 

Il feroit facile d’appliquer le calcul à cette conftruQion ; mais , craignant de poufler 
trop loin ces Propofitions préliminaires , je pafle à montrer leur application à la Queftion 
propoféc. 

5 . XL. Connoiflànt dans une Figure rcâiligne les Côtés excepté un , & les Angles 
exceptés les deux qui lui font adjaccns t déterminer ce Côté 8c ces Angles. 

Par un Point quelconque S foit menée une Droite quelconque SA ; d’un même 
Côte de cette Droite , {oient faits les Angles ....... . .... 

• • • . AS B refpeélivcmcnt égaux aux Angles B 

. B-hC 
• B+C+D 

. fi+f+D • - • - X . 

. ï-<-C-hD M 

Soient 


ASC . 
ASD . 


ASL . 
ASM .• 
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Soient faites les Droites SA, SB, SC, SD --SL, SM, rcfpcûivemcnt égales au* Côtés 
donnés • • • • AB, BC,CD,DE~~LM, MN. Soit cherché le Centre commun 
de Gravité Z, des Points A, B, C, D --L, M ; foit menée SZ j les Angles 
ASZ, MSZ , feront refpe&ivement égaux aux Angles extérieurs A St A' de la Figure 
à conftruire -, 6t la Droite SZ prife autant de fois qu'il y a de Points A, B, C - - - M, 
eft égale au Côté cherché AN. 

La démonftration découle immédiatement des §5- XV & XXXVII. 

En effet , par la conftruétion 

. . . SA fin.ZSA '■* ou, AB fin.ZSA 

SB ftn.ZSB BC fin. ZSA-t-B 

SC fin. ZSC CD fin.ZSA+B-bC 


SL fin. ZSI. LM fin. ZSA+B-bC - 1 L 

SM fin. ZSM = o ; MN fin. ZSA+B+C-h M = o. 

Donc ( J. XV ) ZSA = A. 

hem. Du Point S foit élevée à ZS une Perpendiculaire ; & de tous les Points 
donnés foient abaiflees fur elle des Perpendiculaires : on obtient ( J. XXXVII ) ; 
nZS = AB cof.A 

BC cof. A -h B • 

CD cof. d+B+f 


LM cof. A-t-B-t-C ----- L 

MN cof. A-t-B-hC - - M = ($. XIX) AN. 

.yfeut-être le Leôeur trouvera -t- il que je me fuis trop étendu fur ce premier cas 
Wr premier Problème : mais comme il cft fondamental , & que le plus grand nombre 
des cas fuivans peuvent s'y réduire , j’ai cru devoir inftfter davantage fur fon dévelop- 
pement j ce qui mè permettra de traiter plus brièvement les autres cas. D'ailleurs , 
c’cft un exercice tout au moins très-utile pour les jeunes Gens, de voir un même 
fujet traité de pluficurs manières. 


Second cas du premier Problème. 

Les deux Angles inconnus font adjacent l'un à l'autre , mais ne font pas adjaccns 
au Côté inconnu. 

§. XLI. Soient A, B, C, D M, N, A', B’, C’, D’ M', N' ; les Angles 

extérieurs fuccefftfs d’une Figure re&iligne ; foient N 8c A', les Angles adjaccns 
inconnus , 8t AN' le Côté inconnu. On demande ce Côté & ces Angles. 

N 
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Par le $. XVII 
AB fin. A 
BC fin. A+B 
CD fin. A+B+C 


— A B' fin, B'+C'+D'+ * - • M'h-A' 
B'C fin. C'+D'-b - - - M'+A' 
C'D ' fin. D'h M'-t-A' 


LM fin. A-hB-hC+ - - - L L'M' fin. M‘+N' 

MA fin. A-hB+C-b - - - L+M M'N'fin. A* 

N Afin. A-bB+C+ * * - L+M+N 

Dans cette Equation, tous les Termes qui y entrent font connus, excepté le 
Terme AÆ fin. A-bB-bC-h -- — +L+M-+A. Donc, ce Terme cft aufli connu ; 

mais le Fafteur NA' eft connu ; donc le Faâeur fin. A-bB+C -bl.-bM-bN eft 

cornu *, donc aufli l’Angle A+B+C Lh-Mh-A eft connu. Mais l’Angle 

A+B+C - - - Lh-M cft connu ; donc l’Angle A eft aufli connu. De la même 


manière , l’Angle A' eft connu. 

§. XLH. Connoiflant les Angles A & A\ on connoîtra les Sinus & Colinus des 
Sommes dans lesquelles ils entrent avec les autres Angles connus ; & partant par 
le }. XIX on peut connoitre le Côté AN'. 

Mais on peut aufli calculer immédiatement le Côté AN' d’après le J. XXXI , qui 


fournit l’Equation fuivante , dans laquelle le Côté AN' eft fcul inconnu. 


<f.v* = 


(N AI cofM+L+. 
ML cof. L+ . 


DC cof. . 
CB cof. , 
BA cof 
AS 1 

N’ W cof. 
ML' cof. 


D'C cof. D'+ 

C'B‘ cof. C'+D‘+ 

B' A' cof.B‘+C'+D'+ 


C+B+A 

C+B+A 

r-NMfin.M+L+ 

—ML fin. L+ 

. C+P+H 
. C+B+A 

C+B+A 
, . . B+A 

A 

-1>C fin. ... 

. C+B+A 
B+A 


^ A 

N 1 

Af V 

+ » , 
•4-VAf'jftt t . 


’ M'U'fim 

. . AI'+A' 

: m'+n' 

. Al'+N' 

. M’+N 1 y 

i 

D'C' fin. D‘+ . 

C'B' /«. C'+W'+ • 

B'A'fin.B'+C+D’+ . 

, . . AI'+A' 

, , . AI'+A' 

. . M+N'j«. " 


XLIII. Limite. NA' - 


-NM fm.M+L 
-ML fin. L 


; 

-DC 

-CB 

—BA 


fin. . 

fin. 

fui. 


+S'M'fin. 
ML' fin. 


D'C fin. D'+ 

» C'B' fin. C'+D‘+ 

B'a' fin. B'+C'+D'+ 

On auroit pu déduire la même Limite du $. XLI 


C+B+A 

C+B+A 


C+B+A 
B+A 
. . A 


N' 

AI'+A' 

M’+S' 

AI'+A' 

AI'+A', 
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$. XLIV. Remarque première. L’origine de la double valeur do AN' eft dans la 
double valeur de l'Angle ^H-B-hC- 4- - » ; dont le Sinus eft dorme; vu 

que deux Angles fupplémcns l’un de l'autre à deux Angles droits ont le même Sinus. 

Remarque fécondé. Ce fécond cas peut toujours fc réduire au premier cas , S( à un 
cas analogue de Tétragonométrie. En effet, foient menées les Diagonales AN, A'N'. 

Dans la Figure ABCD MN , on connoît tous les Côtés excepté AN, 8t tous les 

Angles exceptes les deux adjacens à cette Diagonale ; donc , cette Diagonale 8c 
ces Angles peuvent être calculés ( premier cas ). De la meme manière , dans la 

Figure A'B'C'D' M'N', on peut calculer la Diagonale A'N' Si les Angles adjacens. 

De-là, dans le Quadrilatère AN A'N", on connoîrra les Angles en A St N'-, Sc les 
Côtés excepté le Côté AN'. Donc , on pourra calculer ce Côté St les Angles reftans 
en N St A'. Soit donc ABCD un Quadrilatère dont on connoît tous les Côtés 
excepté AD , 8t les Angles exceptés ceux en B St C ; on a l'Equation 
AB fin. A 

BC fin. A-t-B CD fin. D. Donc, l'Angle B eft connu. • 1 

Item, BC 1 = (CDco/.D ' ’ {—CD fin. D 

DA + » 


ABcof.Af * hABfin.A J*. Donc, le Côté AD eft connu. 

N. B. Je ne crois pas que ce fécond cas puiffe être réduit à laTrigonométrié (impie. 

Remarque troifième. Il feroit aifé de conftruire l’EqUation du §. XLI ; St partant, 
de déterminer l’Angle N, d’après les propriétés du Centre de Gravité, 8t d’après 
le §. XXXIX. Mais les details dans lefquejs je fuis entré en développant le premier 
cas , m’exemptent d’entrer dans de pareils details pour le développement du fécond. 


Troifième Cas du premier Problème. 

5 >1 \ 

Les deux Angles inconnus ne font ni adjacens l’un à l’autre, ni adjacens au Côté 

t 

inconnu* ^ _ . 

§. XLV. Soient A, B, C , D, ~M, N, A', B', C', D\~ M', N', A", B ', C', D" - M", N"; 
les Sommets d’une Figure reâiligne , que le Côté inconnu foit S" A ; que les Angles 
inconnus foient Al St N'. • .*•. 

Je penfe ; que le procédé le plus (impie pour la pratique , eft de séduire ce Cas au 
premier St au fécond déjà développés. Pour cela , foit menée la Diagonale N N'. 

Dans la Figure N A'B'C'D' M'N', on connoît tous les Côtés excepté NN', St tous les 

Angles exceptés les deux adjacens à cette Diagonale : donc (premier Cas), on peut cal- 
culer cette Diagonale St ces Angles. De là , dans la Figure ABCD - - NN'A"B"C"-N' , 
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on connoît tous les Côtés excepté AN", 8c tous les Angles exceptés les deux adjacenj 
en N & N' : Donc , par le fécond cas , on peut calculer ce Coté 8c ces Angles. 
Donc , on connoît les Angles N 8t N' de la Figure propofée , 8c fon Côté AN '. 

N. B. Ce Cas étant compole des deux premiers , 8c le fécond ne me paroitTant pas 
rcduâible 5 la Trigonométrie Harpie , il me paroit à plus forte raifon que ce troifième 
Cas ne peut pas s’y réduire. 

$. XLVI. On peut au [fi calculer immédiatement le Côté inconnu AN" d’après 
le §• XXXI. 

En effet , en égalant les deux valeurs du Quarré de la Diagonale NN‘, on obtient 
l’Equation 

(NA' 


AB' 

cofA' 



( A B' fit. A' 


B'C 

t of.A'+B' 


-F 

B'C' fin.A'+B- 


CD' 

cofA+B'+C' 



CD fm.A'+B‘+C* 


MAT 

tof.A+B'+C'^- . . 



Ai' JV’ fin. A B ; . 


(NM 

cof.M+L 

o . C 

“ * 

.t. « 

(—NM fin. Al+Z. 

. . .. C+B+A 

ML 

tof. ...... 

, . 


-ML Jin. t+ . . ; . 

. . . e+B+/e 

lie 

tof. 

C+B+.X 


-VC fin 

..j C-fB-M 

CB 

cof. 

. B+A 


-CB fit 

. . . . ; B+A 

BA 

tof. 

A 


—BA fm. 

A 

' AN » 


* * 

+ 

n 



N'M'cofV ” 

At 'L" cof.N'+M" 

D'C" cof.N''+M "+ ... D ' 

C"B" ... D'-fC' 

S 'A” tof.N"+M”+ D''+C"+B" 
A" N' tof N +M"+ ... 


+N''Wfm. N” 

+M"L"fn. 

D”0‘ fm. N”+M'^- ... D" 

C' B" fin. N"4 D''+C” 

B” A” fit. A''+AX '4- ... D''+C'+B” 

A" N- fm. A'+AX '+...D +C '‘+B"+A"y 


Dans cette équation , on ignore feulement le Terme AN"j 8c partant , on pourra 
i’obtenir par une fouftraélion 8c une extraélion de racine quarrée. 

On voit que ce Cas efl encore iûfcepiible de limites , 8c que la Somme des deux 
Termes qui compofent le premier Membre ne doit pas être plus petite que le fécond 
Terme du fécond Membre. 

$. XLVII. Le calcul immédiat des Angles inconnu: N 8c N', me paroit exiger 
néccffaircnrent une Equation du fécond Degré. 

F.» 
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En effet J on a l’Equation 
AB fin. A 
BC fm. A+B 

CD fin. A+B + C + 

LM fm.A+B+C . . . L 
ttNfm. A+B+C . , . L+M 


NA' fin. A+B+C : . ; l+M+N 
A'B' fin.A+B+C . . t+M+K-f-t' 

B'C Jm.A+B+C . . . L+M+X'+A'+B' 

L'M fin. A+B+C . . . L+.V+N-f /f'+B' 
M' N' fin. A+B+C . . . L+M+X+.1+B+ 


V 

L-+M\ 


N'A" fin.A'+B"+C‘ . . . M"+N“ 

A 1 ’B'" fin. B ’+C" . . . M"+N" 

B" C" fin. C" . . . M'+N" 

L‘‘M"Jm. : . Af +K" 

M"N"Jm ; . . . N". 

Préfentant les Termes qui contiennent l'Angle inconnu N ; fous la forme du Sinus 
& du Colinus de cet Angle, oa obtient une Equation de la forme afin.x-i-bcof.x=c , 
à laquelle répondent les valeurs fuivantes du Sinus 8c du Colinus de x; 

K ac + lr/aa+ib-cc') r bt T a^(aa+bb—cc) 

tin, x ? i l ; coj.x — — J . 

* aaJfbb 1 J aa-\-bb 

En fubflituant aux Quantités a, b, c, leurs valeurs; on tire de ces Formules les 
mêmes Limites qu’on a obtenues de l’Equation du Paragraphe précédent. 

Il feroit aifé de conftruirc cette Equation par les propriétés du Centre de Gravité, 
8c de montrer que ce Cas fe réduic au fécond Cas du Problème développé dans le 

5. XXXIX. 

Second Problème. 


On connoît dars une Figure reâiligne tous les Angles , 8c tous les Côtés exceptés deux. 

On pourroit fubdivifer ce Problème , fuivant que les Côtés inconnus font adjacens 
l’un à l'autre , ou que le nombre des Côtés compris entre les Côtés inconnus eft plus 
ou moins grand. Mais , comme le procédé peut être rendu général , je regarde 
cette fubdivifion comme fuperflue. 

5. XLVIII. Soit ABCD -• - MNA'B’C’D' M'N' ; une Figure reâiligne dont 

on connoît tous les Angles , 8c tous les Côtés exceptés les deux AN', NA'. 
On demande ces Côtés. 

Regardant un des Côtés inconnus , tel que AN', comme la bafe de la Figure , on 
a l'Equation 

AB fin. A = A'B 1 fm. B'+C+D' . . . L'+M+N’ 

BC fm. A+B BC fin. C'+D' . . .L'+M+N' 

CD fm. A+B+C CD f„. D' . . . L'+M +N' 


LM fin. A+B+C . . . . L 
MX fin. A+B+C .... AI 
N A fin. A+B+C -V 


L'M" fin. 
M'N fin, 


. M'+K 
.... N' 

O 
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Dans cette Equation , tous les Termes font connus, excepté Nyl't donc ce Côté 
eft connu. On calculera de même l'autre Côté AN \ 

J. XLIX. Remarque. Ce Problème peut toujours fe réduire au premier Cas du 
premier Problème, Sc à un Cas analogue.de Tctragonométrie. 

En effet ', foient menées les deux Diagonales AN, A'N'. 

Dans la Figure ABCD - - - - MN , on connoît tous les Côtés exGcpté AN , ôc 
tous les Angles exceptés les- deuk qui lui font adjaccns : Donc , on peut calculer ce 
Côté & ces Angles ; Si de-là'on peut calculer les Angles N AN', AN A'. De même, 
dans la Figure A'B’C'D' - -- M'N', on peut calculer -A'N 1 , 8t les Angles AN' A', NA'N'- 
Donc , dans le Quadrilatère AN A'N ', on connoît tous les Angles , Sc les Côtés 

exceptés les deux Côtés oppofés AN’, A'N. 

" i \Y . ;• 

Troifième Problème. 

On connoît dans une Figure reéliligne tous les Côtés, 8( tous les Angles exceptés trois. 

On pourroit auffi divifer ce Problème fuivant que les Angles inconnus font adjacens 
les uns aux autres, ou qu’ils ne le font pas j & on pourroit fubdivifer ce dernier Cas 
fuivant le nombre des Côtés compris entre les Angles inconnus. Mais le procédé 
étant fenfiblemcnt le même pour tous les Cas , je ne crois pas devoir entrer dans 
ces diftinâions. 

J. L. Pour la pratique , je crois que le procédé le plus (impie , eft de réduire 
ce troificme Problème au premier Cas du premier , & au Cas analogue de T rigonométric. 

Soit ABCD ■ - - MNA’B'C D ’ - - - M'N'A"B"C"C"D" - - - M"N" ; une Figure 
reÔiligne , dont on connott tous les Côtés , 8t tous les Angles exceptés A, A', A". 

Soient menées les Diagonales AA', A' A", A" A. 

Dans la Figure ABCD MNA', on connoît tous les Côtés excepté AA', Sc 

tous les Angles exceptés les deux adjaccns à ce Côté ; donc ( premier Cas du premier 
Problème ) cette Figure eft déterminée ; 8c en particulier, on peut calculer le 
Côté AA' Si les Angles qui lui font adjaccns. 

De la même manière : Dans la Figure A B’ CD' - M'N'A", on connoît tous 

les Côtés excepté A' A", Sc tous les Angles exceptés les deux adjacens à ce Côté i 
Donc , on peut ca'culer ce Côté Sc ces Angles. De même , dans la Figure 
A"B"C"D“- - - - M"N”A on peut calculer AA" Si les Angles adjacens. 

De-là , dans le Triangle AA'A V , on connoît tous les Côtés": Donc, on peut 
calculer les Angles de ce Triangle. Donc , on connoît. les trois Parties dont font 
compofcs chacun des Angles A , A, A"j donc , ces Angles font connus. 
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?• LI.- J’ai effayé difSrens procédés pour cormoltre irnmédiaterfierrt les Angles 
inconnus fans les calculer par leurs Parties. Mais ils m’ont paru être tous beaucoup 
plus compliqués que le Procédé médiat que je viens de développer. Cependant, des 
Procédés immédiats qu’on peut être tenté de fuivre, ceux qui font déduits des diffé* 
rentes Equations du 5 . XXXI me paroiffent devoir être les plus fimplts. 

Exemple. Soit menée la Diagonale AA", on a l’Equatioa . •] 

f AB t , 1 I . 

BC (BC fin. B 

CD ecf.B+C CD fin.B+C 

3. JM N eof.B+C.,M IttK fin B+C ,.7A 

HA' eof-B+C.-M+N , -, - + NA'Jin.B+C..JA+N 

jt'B' eufiB+C .. M+K+A' A' B' fin B+C . . M+N+A' 

B-C tof.B+C..!tr+N+A'+B' " ■ J 'B’C fin.é+C:. M+N+A'+B> 

MW cof.B+C ..M+N+AI+B' ..AP M N fin.B+C .. M+K+A+B' . M' 

N'A" «/B+C . . M+N+A'+b ' . . M+N'f N A" fit. B+C . . M+N+A'+B' . '. M+N J> 


~(A"B" 

B"C‘ eof. B" 

C"D ' eof B"+ C" 

M"N' eof. B"+C." 
N' A eof B"+ C" 


(BUÇ‘ fin B" 


jm u 

„ ü"+c" 

J •; - J m 

. M'W fin. fl' +C" 


N? 

M"+h?>y .. 


fl'+C' 

N' V* fin. B h +Q" ; 


M' 

A/"+A’"j, 


Dans cette Equation, l’Angfc zl'eft f eu l inconnu. Péveloppant le premier Membre 
& prefentant ceux des Termes'‘de .ce Développcment^qui contiennent l’Angle A' 
dans le Sinus 8c le Cofinus de ccy Angle on. obtient une Equation de la forme 
a fin. x-t-b cof.x=c ; au moyen de laquelle on calcule l'Angle *. 

Cette Equation devient du premier degré, 8t de la forme bcof.x—c ; dans le 
cas où les Angles inconnus font adjaccns les uns aux autres , 8c qu’on cherche l’Angle 
intermédiaire. Par le premier procédé , on obtient auffl cet Angle immédiatement 
& les deux autres font décompofés feulement en deux Parties. 

Remarque. Ce qui complique la folution immédiate de ce Cas , e'rt fans doute le 
nombre des folutions dont il eft fufceptible. En effet, fi on fuppofe qu’on n’a aucune 
connoiffancc tirée de l’intuition de la Figure fur les difpofition, des partie, retranchée, 
par les Diagonales AA', A' A", A" A : chacune des parties retranchées par une de 
ces Diagonales pouvant être fituée de part & d’autre de cette Diagonale , on voit 
que les Angles inconnus ayant leurs fommets aux Extrémités de ces Diagonales , 
peuvent revêtir chacun quatre valeurs différentes i de manière que la Figure clle-mcmi 


& 
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eft fufceptible de huit formés differentes. Mais , le plus Couvent , une feule de ces 
huit formes répond aux connoilCances qu’on a d’ailleurs fur la Figure ; 8c fi la Figure 
elt fuppoféc n’avoir aucune partie rentrante , celle dans laquelle les trois parties 
retranchées par les Diagonales font extérieures relativement au Triangle formé par 
ces Diagonales , eft la Figure qu’on cherche. 

Il n’arrive que trop Couvent en Mathématiques , que le calcul donnant plus qu’on 
ne lui demande , on obtient d’autant plus difficilement le but principal 8t unique 
qu'on Ce propofe , qu’il y a un plus grand nombre de Quantités liées avec le principal 
objet de la queftion , qui Ce glifient avec lui dans la route qu’on Ce croit oblige de 
Cuivre pour déterminer ce dernier : Et ce n’cft Couvent que par des artifices , difficiles 
à imaginer , qu’on parvient à démêler 8c expulfer ces objets étrangers. 11 me feroit 
aifé d'en donner des exemples , fi je ne craignois de prolonger cette Digrefiion. , 
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CHAPITRE TROISIEME. 

Exemples numériques , 

Pour fervir de modèles d’applications des Formules contenues dans le Chapitre 
précédent , je vais calculer en faveur des jeunes Géomètres des exemples de chacun 
des Problèmes qui y font réfolus. 

Premier Exemple relatif au premier Cas du premier Problème. 

Soit ABCDEF un Hexagone dont on connok tous les Côtés excepté AF , Sc tous 
les Angles exceptés A 8t F. On demande ces Angles St ce Côté. 


Côtés. 

Angles extérieurs. 

De -là 

yîB = 1184 

B = 31» 

B-f-C =s 8o° 

BC = 1781 

«1 

II 

■fc 

0 

B+C-hD =131® 

CD = 1400 

D = 51 0 

B-f-C-f-D- 4 -E 1= 198° 

DE = 1700 
EF = 1860 

£ = 66° 

A-hF = 161 0 . 


Tang. B AF ( §.XXVII. ) = 


BCfm. n°-t- CD/m. 8o° 4- DEfin. ni°4- Ef/m.igS» 

siB -f* BC cof. ji w CD <o/8o 0 4* DE cuf.i ji*» EF cof. 


BC Jm. -4- CD fm. 8rO-f- DEfm.tfo^EFfm. 

AB -4* BC cof. ji“ ■+■ CD cof go° — Dti cof *8° - £1 «>/. jg»» 


Log. BC = 311509077 
Log. fin. $ î® = 9.7x41097 

Log.Pr. = 1.975 11 74 
Pr. = 944,316 

Log. CD = 3.3801m 
Log.fin.îo 0 =9^9933515 
tog. Pr. = 3.3735617 
Pr. == 1363,54 


log. PC = 3.1509077 
Log. co/. 3 1° == 9.9184105 

Log.Pr. = 3.1793181 
Pr. = 1511,111 

Log. CD = 3.3801111 
Log. cof. 8o° = 9.1196701 

Log.Pr. = 1.619A814 
Pr. — 416,755 
P 
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Log. DE = 3.4313638 
Log.fin. 48° = 9.87107^5 


( rs ) 


Log. DE = 3.4313638 
Log. cof. 48° = 9.X255109 


Log. Pr. = 3 - 30 M 37 J 

Pr. = 2006,491 

Log. EF = 3.4563660 

l.og.fin. 18 0 = 9.4899X14 


Log. Pr. = 3.2568747 

Pr. = 1806,653 

Log. EF = 3.4563660 

Log. cof. f8° = 9.9781063 


Log. Pr. =: 2.94634X4 

Pr. = 883,788 


Log. Pr. = 3.4345713 

Pr. := 2720,022 

Tanz 180 0 A = 94 4.3'<S -4- 34 4- irr< ;,4 9i - g?, "88 

11^4 + iyu.iii 4 - 4 i 6 »rjj - l'cdjcsi - 1710,011 

= * Tdng. A = 

— 1 314, cy8 6 1 314 698 

Log. 4 430 559 =s 6. 6464581 ici 

Log. 1 314 698 = 6. t 188159 


Log. Tang. A = 10,5176323 

A = 73 0 18' 21,2" 

F = 88° 31' 37,8" 


4 430, 559* 

^1 314, 698* 

AF =s= 4621, 5 


Pour vérifier cette 1 

valeur de AF , je vais 

chercher fi elle s’accorc 

du $ 

. XIX. 





180® — A 

= 106 0 31' 

37 , 8 " 



180 0 — {A+B 

= 74 ° 3 *’ 

37 , 8 " 



1 8o° — ( W*4-B-hC 

= 26° 3 1' 

37 , 8 " 



180 0 — (E-l-F 

= 15° 2X' 

22 ,l'' 



i8c° — . F 

= 91° 28' 

21,1'' 

Donc 

, on doit avoir j 

AF — — / 4 B cof. 73 

0 18' 12, 1'' 




-t-BC co/i 74 

0 31' 37 , 8 " 




H -CD cof. 16 

0 3 i' 37 , 8 " 




-l-DE cof. 15' 

0 18' 22, 1" 




—EF cof. 88' 

* 3 »' 37 , 8 " 


Log. 

AB 

3.1085650 

Log. BC 

' 3 i' 37,8 

Log. 1 

C0/.73 0 18' 22,1'' 

= 9 - 4 S 403 60 

Log. cof. 74 0 

Log. 

Pr. 

— 2.5626016 

Log. Pr. 


Pr. 

= 3 6 5 >i <5 

Pr. 


Log. 

CD 

= 3.3801112 

Log. DE 


Log. 1 

cof.16 0 31' 37,8' 

1 = 9 95 16884 

Log. cof. 25' 

’ 28' ii,i' 

Log. 

Pr. 

= 3-33 1 8996Î 

Log. Pr, 


Pr. 

= H 47>334 

Pr. 



= 3.1509077 


= 2.6770634 
= 47S>405 
= 3-43 1 3<538 


“ 3.3X69601 

= 1437>5 87 
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47 S) 4 °S 

l.og. EF = 3.4563660 

AF = 1147,334 — 

Log. cof. 88° 31' 37,8'' = 8 40998^3 

* 4 * 7,537 

Log. Pr. r= ». 8663493 .. 

= 5060,316 — 

Pr. = 73,5105 

= 46***555 


7 ?» 5 1 o s 


Cette valeur de AF s’accorde jufqu’au cinc{uiènie caraèlère avec la première valeur; 
ce qui eft une exaètitude bien fuffîfantc. 

Calcul de la Surface du même Hexagone , d’après la Formule du §. VIII. 

iS = ABxBCfin. 31° 

CD fin. 8o° -+• BCxCDfin. 48° 

DE/în.131® DF. fin. ioo° ■+- CDxDF.fin. 51® 

EF fin. 198° EF fin.i66° EF fin. 1 iX°-bDExF.Ffin.66 0 . 


log. AB — 3.1085650 

Log. BC = 3.3509077 

Log. fin. 31° = 9.7*4,097 

Log. AB = 

Log. CD = 

Log. fin. 8o° = 

Log. Pr. = 6.0836814 

Pr. = t, m 501 

Log. Pr. = 

Pr. = 

l.og. AB = 3.1085650 

Log. DE = 3.4313638 

Log. fin. 48° = 9.8710735 

Log. y4B = 

Log. F.F = 

Log. fin. t8® = 

Log. Pr. = 6.4110013 

Pr. == i 576 33s 

Log. Pr. = 

Pr. = 

Log. BC = 3.1509077 

Log. CD = 3.3801m 

Log.fin.4% 0 = 9.8710735 

Log. PC — 

Log. DE = 

Log. fin. 8o®- = 

Log. Pr. = 6.5011914 

Pr. = 3 178 781 

Log. Pr. = 

Pr. = 

Log. BC = 3.1509077 

Log. EF = 3.4563660 

Log. fin. 14 0 = 9.3836751 

Log. CD = 

Log. DE = 

Log. fin. 51° = 

Log. Pr. = 6.0909489 

Pr. = 1 131 960 

Log. Pr. = 

Pr. = 

Log. CD = 3.38011 ii 

Log. F. F = 3.4563660 

Log.fin.61? = 9.5,459349 

Log. DE = 

Log. EF = 

Log. fin. 66 ° = 

Log. Pr. = 6.7815111 

Pr. = 6 060 550 

Log. Pr. e= 

Pr. = 


6.S4K4ÔOO 


Digitized by Google 



( 6o ) 

Ajoutant tous ces produits , excepté le quatrième qui doit être retranché , on obtienr 

îS = 33 060 382 
S — 16 530 191 


Second Exemple ; relatif, comme le premier, au premier Cas du premier Problème-, , 
mais à une Figure ayant un Angle rentrant. 

Soit ABCDE un Pentagone ayant un Angle rentrant en C. 


Côtés. 

AB =. 1000 
BC = 1560 
CD = 3100 
DE = 3600 


Angles extérieurs. 

B = 114° B — C — 71 er 

C = 51° B— C-t-D = 11 6°. 

D = 144°. 


Tang. BAE =. 


BCfln. 1i4°+CDJin.7i°+r)EJm.tl6<r ' 
ÀB+U C -o/.U4 0 4-CD cof.^i 9 Jf-DE cof.u6 a 


ne fin. SlP+CD fi*. 72°-DE /b. 5 6° 
AB—BC to/.s6°+CD û]jx 0 -DE c of. 36° 


Log. BC 

= 3.4081400 

Log. CD = 

3.5051500 

Log. fin. 56° 

= 9.918 5741 

Log. fin. 7 1° = 

9.9781063 

Log. Pr. 

= 3.3168141 

Log. Pr. = 

3.4833563 

Pr. 

= 1111,336 

Pr. = 

3043,381 

Log. DE 

= 3 - 55 < 33 oi 5 

Log. BC — 

7.4081400 

Log. fin. j 6° 

= 9 7691187 

Log. cof. 56° = 

9.7475617 

Log. Pr. 

— J.jiSSu» 

Log. Pr. = 

3.155801 7 

Pr. 

= 1116,017 

Pr. = 

1 43>>534 

Log. CD 

= 3 -SOSI 500 

Log. DE = 

3-55^3015 

Log. cof. 71 9 

= 9.4899814 

Log. cof. 36° = 

9.9079576 

Log. Pr. 

= *- 99 *‘ 3 i 4 

Log. Pr. = 

3.4641601 

Pr. 

= 988,855 

Pr. = 

1911,461 

Tang. BAE 

*111, 1 î 6 4 - 3 ^ 4 ?. 3*1 — itiS,oi7 

3049, 6 * 

1000—143 1,534 -F 

y88,8jj — 1911,481 


Tang. A 

3 049 690 
1 J 5 S js 6 * 

A =66° 4*38,5 
E = 77 ° 55 '»IjS 

it 

fl 


3336,198 ’ 



Vérification^ 
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Vérification. 

AE = AB «/i8c,o— A = AB ref 113° JJ' 1I,J" = -V IB «/«» 4' 

UC (/f+B BC en/ ic<> 4' 38,5" +BC ra/io° 4' 38,5" 

CD taf. 180 0 — {D+E CD «o/t 41 0 JJ' 11,5" +CDn/^i»jjlii,5' 1 

DEcof. i8c°— £ DEcof.u 1® 4' 38,5" — DEcof.77* JJ'w,J" 

Log.AB = 3.3010300 Log. RC = 3.4081400 

Log.cof.66 0 4' 38,5" = 96079638 Log.co/. io° 4^8, 5" = 9.9931477 

Log. Pr. = 1.9089938 Log. Pr. = 3.4014877 

Pr. — 1 810,95 Pr. r= 1510,508 

Log. CD = 3.50s 1500 Log. DE = 3.5 563015 

Log. cof. 41 0 55'ir,s" = 9^8715998 Log.cof.7y 0 55' 11,5" = 9.3106189 

Log.Pr. = 3.3767498 log. Pr. = 1.8769314 

Pr. = 1380,95 Pr. • = 75î»»3 6 

ilE = 3337,171- L’erreur eft environ du total feulement. 

Troifième Exemple. Relatif au fécond Cas du premier Problème. 

Soit ABCDF.F un Hexagone , dont on connoît tous les Côtés excepté AF ; 8t 
les Angles exceptés les deux Angles adjaccns C & D. 

Côtes. Angles extérieurs. Equation. 

AB — 1400 yî =s 54° AB fin. A — DE fin. E- f-F 

BC = 1700-, B = 6i° BC fin.A+B EF fin. F 

CD = 3100 E = 64° CD fin. A-+-B- 4 -C 

DF. = 3500 F = 71° 

EF = 3750 

Donc 3 CD fin. 11 6° +C = — AB fin. 54 0 

— BC fin. 1 16 0 
-t-DE/ïn.i 36° 

■+-EF fin. 71° 

Log.AB = 3.3801111 Log. BC = 3.43 1 3<î 38 

Log.fin.54 0 — 9 - 9 ° 7957 <> Log. fin. 64° = 9.9536601 

Log.Pr. = 13.1881688 Log.Pr. == 13.3850140 

Log.CD — 3.5051500 Log. CD = 3.5051500 

Log. Quoi. = 9.7830188 Log. Quoi. = 9.8798740 

Quoi. = 0,606^617 Quoi. = 0,7583575 

Q 
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Log. DE = 3.5440680 
Log.fin. 44 0 = 9.8417713 

Log.Pr. s= 13.385X393 
Log. CD = 3.5051500 

Log. Quoi. = 9.8806893 

Quoi. = 0,7597815 


) 

Log. EF = 3.5740313 
Log. fin. y 1° — 9.9781063 

log. Pr. = 13.5511376 
Log. CD — 3.5051500 

Log. Quor. = 10.0470876 
Quoi. = 1,1145195 


Si/i. n 6 °- 3 -C = 0,5091818 

ii6°t4-C = B 0 .» 3 *; 33 .«" 

*49 13' 16,4". 

A la première Valeur répond un Angle rentrant adjacent à l’Angle extérieur C. 


Suppofant qu’on fait d’ailleurs qu 
011 a C = 1 
D = 1 

— ABcof. 54° 

-t-BC cof. 64° 

De -là 5 AF = -h CD co fi. 30° 36' 33, 
DE cof. 44 0 
— EF cof. 71 0 , 

Log. BC = 3.4313638 

Log. cof. 64° = 9.6418410 

Log. Pr. =z 3.0731058 

Pr. = 1183,601 


la Figure n’a aucun Angle rentrant , 

1° 13' 16,4" 

■° 3 <S' 33 , 6 " 

Log. AB = 3.3801111 
Log. cof. 54 0 = 9.7691187 

n — ■ - - 

Log. Pr. = 3.1494199 
Pr. = 1410,685 

Log. CD = 3.5051500 

Log. cof io° 36' 33,6" = 9.93483 io 

Log. Pr. r= 3.4399810 

Pr. = 1754,108 


Log. DE = 3.5440680 

Log. cof. 44 0 = 9.X569341 

Log. Pr. = 3.4010011 

Pr. = 1517,69 


Log. EF = 3 . 57403*3 

Log. cof. 71 0 := 9.4899814 

Log. Pr. = 3.0640137 
Pr. — 1158,81 


1 183,601 
yîF = 1754,108 
1517,69 


1410,685 
1 158,81 


= 64SS,4oo — 1569,49s 
= 3885,905 


Pour la vérification , je chercherai immédiatement le Côte AF , d’après l’une 
des Equations du §. XXXI. 
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(CB cof. B-hA 
B A cof. A 

On a j CD 1 = AF 

FE cof. F 
ED cof. Eh-F) 2 


Donc, (CB cof. B-hA 
B A cof. A 
AF 

FEcof. F 
ED cof. Eh- F)* 


CB fin. B+ A = *4x5,744 
BAfin. A = 1941,64 

FEfin. F = 3566,451 

ED fin. Eh-F = 1431,305 

Delà; (AF — xi 34,797 ) 2 = 


( — CB fin.B-t-A 
— BAfin. A 

H-FE fin. F 
H-ED fin. E-t* F)*. 


= CD 2 — 


( — CB fin. B-4-A 
— B A fin. A 

H-FE fin. F 

H-ED fin. Eh-F) 2 . 

CB cof. B-t-A — — 11 86,6ot 
B A cof. A = 1410,685 

FEcof. • F =2 1158,81 

ED cof. E-hF = — 1517,69 


= 3100 2 — 1619,383* 
= 48*9,383 x x 57 °»' Sl 7 
: 1750,94 
= 3885,737 
La différence n’cft pas — - — du Total. 


AF — 1134,797 
AF 


Quatrième Exemple. Rélatif au troifième Cas du premier Problème. 

Soit ABCDEF un Hexagone , dont on connoît les Côtés excepté AF ; & les 
Angles , exceptés B Sx E. On demande ce Côté Sx ces Angles. 

Soit menée la Diagonale BE. Dans le Quadrilatère BCDE , on connoît les Côtés 
excepté BE , 8c les Angles exceptés ceux en B Sx E ; donc ( premier Cas ) on peut 
calculer ce Côté & ces Angles. De-làj dans le Quadrilatère ABEF , on connoît 
les Côtés excepté AF ; 8 c les Angles exceptés les adjaccns en B Sx. E, Donc , on 
peut calculer ce Côté Sx ces Angles. 

Côtés. Angles extérieurs. 


AB = 

1100 

A 

= 64 

BC = 

1500 



CD = 

1600 

L 

= 7 * 

DE = 

1800 

D 

= 75 ' 

EF = 

1000 

F 

= 84' 


T ans. CBE = CDfo- 71° 4 * DEJ i *. 147 0 CDfm.7104.DEfn ;. 1!» 

ÜC H- CO cof. 71“ 4- Dt cof.147 0 BC H- CD fo/7x»— DE cof. 
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Log. CD =s 3.1041 100 
Log . fin . y i ° = 9.97X106* 

Log . Pr . = 3.1813163 
Pr . = 1511,69 

I . og . DE = 3.1551715 
Log . fin . ii 0 = 9.7361088 

Log. Pr. = 1.99 1 3 8 1 3 
Pr . = 980,35 


*4 ) 

Log . CD = 3.104110a 
Log. cof . yi 0 = 9.4899814 

Log . Pr . = 1.6941014 
Pr . = 494,417 

Log . DE =3.1551715 
Log . cofn 0 = 9.913 5914 

Log. Pr . = 3.1788639 
Pr. = 1 509,607 


Tang. CPE = 

CBE = 
DEfl = 


«fit, 6g 4- 9S0, 13 

rjco+ 4 S 4 .W- 19:9.1:07 

79° *' >,4" 

6 7 ° 57' S 8,<î" 


1 Ço 104 
-HS-Jü». 


EB 


= BC cof . 79 0 1' 1,4" 
CD co/. 7 0 1' t, 4" 
DEcof . 6y ° 57' 58,6' 


Log. CD = 3.1041100 

Log . cof . 7°i' 1,4'' = 9 9y67 ’9} 

Log . Pr . = 3.100X393 

Pr. = 1587,96 


EB = 1548,581. 


Log . BC = 3.1760913 

Log. cof . 79® i' 1,4" = 9.1791816 

Log. Pr. = 14553739 

Pr. = 185,347 

Log . DE — 3-1551715 

Log . cof . 6y ° 57' 58,6” = 95741076 

Log. Pr. = 1.8194801 

Pr. = 675,174 


Dans le Quadiilatère A B EF ; AB fin. A 

BE fin . A-hB = EF fin . F . 


Log . F.F = 3.3010300 

Log . fm.F = 9.9976143 

Log. Pr . = 13.19X6443 
Log. BE = 3.4061985 

Log. Quoi . = 9.8913458 

Quoi. = o. 780451 


Log . AB = 3. 07918 rr 

Log . fin . A := 9.9536601 

Log. Pr. =13.0318414 
Log. BE = 3.4061985 

Log. Quoi. = 9.6165419 

Quoi. = o. 413198. 


A + B = lo ; 55; S3.7- 
>59 4 <5>î 


Sm. .ri-4-B = 0,3571530 

Panant , fi la Figure n’a que des Angles faillans -, 

B == ^ 5 ° 4 ' ABC — 161 0 07' 1 " 

*** = 84° SS' 5 3,7" Donc , ££J “ , 0 ”, ”> * 
FEB = 63° 4'. 6,3'' — ,JI 1 4)9 


AF = 
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AF = — AB cof. A — AB cof. 6 4» 

— Z 3 E cof. A-bB = -+-BK cof.io° ss' 0,7" 
-EF cof. F -EF cof. 3/ 


Lo S- AB = 3-°79«8ii Log. BE = 3.4062985 

log. cof.640 = 9.6418410 Log. co/10 0 SS' 53 » 7 '' = 9-97°?5o4 

Log. Pr. =1.7110131 Log. Pr. = 3.37664X9 

Pr. = 516,045 Pr. s= 1380,394 


= 


Log. EF = 3.3010300 
Log. cof. Î4 0 = 9.0191346 

Log. Pr. — 1.3101646 
Pr. = 109,057 

1645,191. 


Pour la vérification , je vais chercher fi je trouverai à-peu-près la même valeur 
de AF •, d’après l’Equation Amante , tirée du $. XXXL 


( BC 

CD cof. C 
DE cof. C-b D) 2 


{CD fin. C 
DE fin. C-bD) 1 


{B A cof. A {—B A fin. A 

AF -+- » 

F£ cof. F f -f-EF fin. F f. 


Ou, {B A cof. A {BC 

AF = CD cof. C 
FE cof. F) 1 DE cof. C-bD)‘ 


{CD fin. C 
DE fin. C-bDfi 


{ — B A fin. A 
-t-EF fm. F)\ 


Log. CD 

= 3.2041200 

Log. DE 

= 3 - 1 SS 171 S 

Log. cof. 71° 

= Ç 4899824 

Log. C0/.33 0 

= 9 - 9 i 359 , 4 

Log. Pr. 

= 1.6941024 

Log. Pr. 

= 3-1788639 

Pr. 

= 494 ) 4 * 7 1 

Pr. 

— 1509,607 

Log. CD 

= 3.1041100 

Log. DE 

= 3 - 15 S 171 S 

Log. fin. 71° 

= 9.9781063 

Log. fin. 33 0 

= 9.7361088 

Log. Pr. 

= 3.1813163 

• Log. Pr. 

= i- 99 « 38 i 3 

Pr. 

= 1511, dp 

Pr. 

= 980,3 s 

Log. BA 

== 3.079x811 

Log. EF 

= 3.3CIO3OO 

Log. fin. 64° 

= 9.9536601 

Log. fin. 84* 

= 9 * 9976 * 4 $ 

Log. Pr. 

= 3.0318414 

Log. Pr. 

= 3.1986443 

Pr. 

= 1078,551 

Pr. 

= 1989,044 


R 
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Donc , (B A cof. A 

AF = 484,81*-+- 1501,04* — 910,491*= 5665158,911934 
FE cof. F ) 1 ^ 

BAcof.A 516,045 

Af = 1380,390; ou, AF = 1380,390; 

EF cof. F 109,057 

AF = = 1645188. La différence n’eft pas — - — duTotal. 

— 735,101 r 400000 

Cinquième Exemple, relatif au fécond Problème. 

Soit ABCDEF un Hexagone dont on connoît tous les Angles , & tous les Côtés 
exceptés AF 8c CD. • 


Côtés donnés. 


Angles extérieurs. 


AB 

= 110O 

‘A 

= 96° 

BC 

= 2400 

B 

C 

= 54 ° 
= lo° 

DE 

c= 4800 

D 

F. 

= M° 
= 18 0 

EF 

= 5100 

F 

= 148° 


Par le J. XV on a 

AB fin. 96° 

BC fin. 150° = 
CD fin. 1 70° 


ou , 


DE fim.i66° 
EF fin. 148^ 


AB fin. 84' 


BC fin. 30° = 
CD fin. io° 


O __ de fin. 14 0 


EF fin. 31 0 . 


_ rn DE fin. 14 0 cofcc. io° AB fin. 84° cofec. io° 

Donc, LU — EFfin.11 0 cofec. io° ~ BC fin. 30° cofec. ïo°. 

„ . Â ~ DF.fin.14 0 cofec. io° CB fin. io° 

De meme AF = EFfin. 41° c0 fcc. io° ~ B Afin. ,4°. 


Log. DE 

— 

3.6811411 

Log. EF 

= 3.7160033 

Lo g. fin. 14" 


9.3836751 

Log. fin. 31 0 

= 9.7141097 

Log. cofec. io° 

= 

10.7603198 

Log. cofec. lo° 

='■ 10.7603198 

Log. Fr. 

— 

3.8151461 

Log. Pr. 

= 4.1005418 

Pt. 

= 

6687,13 

Pr. 

= 15868 ; 7 6 

Log. AB 

= 

3.34141*7 

Log. BC 

= 3.3801m 

Log. fin. 84 J 


9-9976143 

Log. fin. io° 

== 9.6989700 

Log. cofec. 10 0 

== 

10.7603198 

Log. cofec. io° 

= 10.7603198 

Log. Pr. 

= 

4.1003668 

Log. Pr. 

= S-^JÇSiio 

Pt. 

= 

11599,888 

Pr. 

= 6910,513 
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Log . DE 

■ - 

( 

3.6811411 

*7 > 

Log. EF = 3.7160033 

Log. /in. 14 8 

= 

9.6093133 

Log . fin. 41° = 9.X155109 

Log . co fcc . io° 

= 

10.7603198 

Log . cofcc . io ° = 107603198 

Log. Pr. 

= 

4.0508X43 

Log . Pr. = 4.3018440 

Pr. 

= 

11143,0$ 

Pr. = 10037,51 

Log . AB 


3.3434**7 

Log . BC = 3.3801111 

Log . fin . 74° 


9.9818416 

Log. fin. io° = 95340s 17 

Log. co/ic. 1 o° 

= 

10.7603198 

Log . cofcc . io ° = 10.760:198 

Log . Pr. 


4.0855941 

Log. Pr. = 3.6745.917 

Pr. 

= 

11178,51 

Pr. = 4717,077 

6687,13 

15868,76 

] 

11599,888 

6910,51$ 

_ n*43)°5 _ *4178,51 
10037,51 4717,077 


= **5$5)99 — 1^510,411 == 31180, 57 — 16905,587 

= 5045,579 . = 14374,983 


Pour la vérification, je chercherai fi ces Valeurs de CD St AF, s’accordent avec 
l’Equation. 

AB cof 1 8o°— * A AB cof 8 4 0 

BC cof. 1 8o° — (A-bB BC cof 30° 

AF = CD cof 1 8o° — ( A-t-B-bC = CD cof 1 o° 

DF. cof. 1 8o° — (E-hF . DE cof. 1 4 » 


EF cof. 1 8o° — 

Log. AB = 3.3414117 
Log. cof. 84° = 9.0191346 

Log. Fr. = i. 361 6573 
Fr. = 119,9616 

Log. CD = 3.4836984 
Log. cof io° = 9.993 35 « S 

Log. Pr. = 3.4770499 
Pr. = * 999)507 

Log. EF = 3.7160033 
Log. cof ^1° = 9.9184105 

Log. Pr. = 3.6444138 
Pr. = 4409,85 


F EF cof ii 0 . 

Log. BC = 3.3801m 
' Log. cof 30 0 = 9 937 53°^ 

Log. Pr. =3.3177418 
Pr. — 1078,46 

Log. DE = 3.6811411 
Log. cof. 14 0 = 9.9869041 

Log. Pr. = 3.6681453 
Pr. = 4657,41 

119, 9616 
1078, 46 

AF = 1999, 507 
4657, 41 

4409» * S 
*437S> *99 6 

L’erreur n'eft pas — du total. 

* 70tK>0 
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Sixième Exemple , relatif au troilième Problème. 


Soit ABCDF.FGHI un Ennéagone dont on connoît tous les Côtés , &C tous les 
Angles exceptés ceux qui ont leurs Sommets en A , D , G. 

Côtés donnés. 

AB, FC, CD, DE, EF, FG, GH, HI, IA. 

1400, 1700, 1S00, 3100, 3500, 3806, 4000, 4100, 4500. 


B=4o°, C=3i% 


Angles extérieurs donnés. 
E=3 f— 45% 


H= 4 8°, J=so*. 


i°. Dans le Quadrilatère A LCD , on ignore le Côté AD 8c les Angles qui lui 
font adjaccns. 

t-, _ D jn BC>.B + CD>. B+C. BCJm.40 0 + CD/in. 71 0 

Donc, long. UAL) AB + BcTôpT+ÇD cof.B+C AB + UC eof.^+ CD «T^i® 


Log. BC = 3.4313638 

L0g.fln.4o 0 . = 9.808067s 

Log. Pr. = 3.1394313 

Fr. = 1735,517 

Log. CD = 3.4471580 
Log. fin. 71° = 9.9781063 

Log. Pr. = 3.4153643 , 

Pr. = 1661,958 


Log. BC = 3.4313638 
Log.cof.\ o° = 9.8841540 

Log. Pr. — 3.3156178 
Pr. — 1068,31 

Log. CD = 3.4471580 
Log. cof.p1 0 = 9.4899814 

Log. Pr. = 1.9371404 
Pr. = 865,1476 


Tang. BAD = 

B/ 4 D = 39 0 30'. 41,1" 

CDA = 31° 19' 17,9" 

Log. AB = 3.3801111 

Log. co/. 39 0 30' 41,1" = 9.8873319 

Log. Pr. = 3.1675441 

Pr. = 1851,5X7 

Log. CD = 3.4471580 

Log.cof. 31 0 19' 17,9'' = 9.9160856 

Log. Pr. = 3.3731436 

Pr. = 1361,801 


4- 865,1476 51336676 

•< 4 B co/1 39 0 30' 41,1" 

AD — BC cof. 19' 17,9" 

CD co /1 31° 19' 17,9" 

Log.BC = 3.4313638 

Log. cof. 19' 17,9" — 9.9999841 

Log. Pr. sr 3.4313480 

Pr. = 1699,903 

1851, 587 
AD = 1699, 903 

1361, 801 

=6913, 191 


»7tf,Sl7 4- 166I1 938 4797, 485 

1400 4- 1068, 31 


Je trouve la même Valeur, en extrayant la Kacine quarrée de la Somme des 
Quartés des deux Termes de la Fraâion qui exprime la Tangqptc de BAD. 

i°. Dans 
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i°. Dans le Quadrilatère DEFG , on ignore le Côté DG & les Angles qui lui font 
adjacens. 

^ EPfm.EJrFC, fm.E+f EF fm.U,°+FG fin. gi° 

Donc, 1 ang. zuu _ D £4-efco/i+k; 7 ô£Ë+F — de+efco/.^+fgIôJ^To 


Log. EF = 3.5440680 

Log. fin. $6° = 9.7691187 

• ■ 

Log. Pr. =3.3131867 
Pr. = 1057,148 

Log. FG * = 3.5797836 
Log. fin. 8i° = 9.9946199 

/ Log. Fr. = 3.5744035 

Pr- = 3753,11s 


Log. EF = 3.5440680 
Log. co/. 36° = 9-9°79S76 

Log. Pr. = 3.4510156 
Pr. = 1831,56 

Log. FG = 3.5797 8 36 
Log.cof.ii 0 — 9.t9433i4 

Log. Pr. = 1.7741160 
Fr. = 594, 4sr 


r rnr 1057,14g 4- 375?, 11 5 t«ro.a6t 

lung. cizu — .51004-185 ïjjô 4- 574,45 1 6616,01»* 


ED G = 41° 14’ 53"' 

FGD = 39° 4S' 7" 

Log. DF. = 3.5051500 

Log. co/.4t° 14' 53" = 9.8761381 


DF.cof.41 0 14' 53" 

DG = EF co f 5 0 14' 53" 

FG<o/. 39 0 45' 7" 

Log. EF = 3.5440680 

Log. co/. s° 14' 53" = 9.99817 56 




Log. Pr. 
Pr. 


= 3.3811881 
= 1405,958 


Lôg. Pr. 
Pr. 


— 3-S4“43 6 

= 3485,3*7 


Log. FG = 3.579783 6 

Log. co/. 39 0 45' 7” = 9.8858146 


Log. Pr. 
g Pr. 


= 3.4656081 
— 1911,518 


2405,958 

DG = 3485,3*7 
191 1,5 18 


= 8811,803 

Je trouve encore la même Valeur , en prenant la Racine quarrée de la Somme 
des Quarrés des deux Termes de la Fraâion qui exprime la Tangente de EDG. 

3*. Dans le Quadrilatère GHIA , on ignore le Côté AG & les Angles qui lui font 
adjacens. 

t. , 1^ A .. Hlfm.H+tylfm.H+1 HJ fin 47°4.M fin qg° 

Uonc , I ang. HUA GH4-HI cof.H+lA cof.H+l GH4-H1 cof.^-U to/àt?' 


Log. Hl =t 3.6131493 
Log.fin.4i 0 = 9.8710735 

Log. Pr. = 3,4943118 
Pr. = 3111,109 


Log. Hl = 3.6131493 

Log. co/48 0 = 9.8155109 

Log. Pr. — 3.4487601 

Pr. = 1810,35 

S- 


1 


Digitized by Google 


7 <» 


Log. IA = 3.6531115 
Log. fin. 8i° = 9.9957518 

Log. Pr. = 3.6489653 
Pr. = 4456,105 


Log. IA =5.6531115 
Log. cofil 0 = 9-1435555 

Log. Pr. = 1.7967678 
Pr. = 616,179 


T ri£^ 3tn,ic94-44t6.«"t 7Tyy.»»4 

an &' 40004-1810, }J — 610,179 6184,071 . 


HGH = 50 ° 4«' 53,»" 
IAG = 47 0 13' 6,8" 


GH cof. 50° 46' 53,1" 
AG = Hl cof. i° 46' 53,1" 
IA cof^jf 13' 6,8". 


Log. GH = 3.6010600 

Log. cof. so°46’ 53,1" = 9.8009096 

Log. Pr. = 3.4019696 

Pr. = 1519,111 


Log. HI = 3.6131493 

Log. co/i i° 46' 5 3,1" = 9.9994881 

Log. Pr. = 3.6117374 

Pr. = 4195,053 


Log. IH = 3.653ms 

Log. cof. 47 0 13' 6,8" = 9.8310001 

J.og. Pr. = 3.4851116 

Pr. = 3056,417 


1519,111 
ylG = 4195,053 
3056,417 

9780,591 


Je trouve encore la même Valeur en prenant la Racino quarrée de la Somme des 
Quarrés des deux Termes de laFraâion qui exprime la Valeur de la Tangente de HGA. 


AD = 6913,191 

4*. Dans le Triangle ADG , on connoît les trois Côtés DG = 8811,803 

GA = 9780,591 

Partant , on pourra connoître les Angles de ce Triangle ; par exemple , par la Formule 
DG+G/f— 4D DG -G 44- 40 

*/ » * ï _ . / 3?4Q,o5i X»07i,7ti 

fin . DAG = V 4Dx 4G — * 6913,191 x 9780,391* 


De-là , DAG = 6o° 53' 15" 
AGD = 43 0 1 S' 54 ji" 
ADG =. 75 0 50' 39,6" 


Somme — 

47 ° 13' 6,8" 

JAB = 6o°S3' 15" 
39° 30' 4 M" 

= « 47 ° 37 ' JÎ»V" 

A= 31° ii' 46,1" 


Erreur, 1,1". 

31 0 19' 17,9" 
CDE = 75° 50' 39,6" 
4i° 14 ' 53" 

= 149 0 34' 50, s" 

D= 30° 15' 9;S" 


39 * 45 ' 7 " 

FGH= 43 * i 5 ' 54 ,i" 
50° 46' 53,1" 


= 133 ° 47 ' 54 i 4 " 
G= 46° 11' 5,6" 


« 79 ° 59 ' S»,*"- 
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Pour fervir ds vérification générale , j'ai cherché la valeur de Al , d’après l'Equatioa 
— ABcof.A — ABcof. 3 1 9 n' 46,1'’ 

— BC cof. A-t-B — BC caf.yi* ti* 46,1» 

-t*CD cof. 180 0 — (A-hB-bC -+-CD cof. 75* 37» 13, p* 

- » -+-DE cof. 1 8o°— (v4-+-B-+-C-+*D __ -^DE cof. 45* n' 4,4» 

-+-EF cof. t8o° — (A+B+C+D*h E -+*EF cof. ç° 11' 4,4" 

-hFG cof. r8o° — (G-4 -H-v-Z -t-FG cof. 3s 0 47' 54,4'* 

-t -GH cof. 1 8o° — ( H+; -+-GH co/. 8 1° 


— Hl cof l — Hl cof. 50®. 

J’ai trouve = S499>3^* • 

L’erreur ------ 0,64 eft à-peu-près du Total. 


Quant au procédé immédiat , pour trouver les Angles cherchés , j’avoue que j’ai 
cté rebuté par fa longueur quand j’ai voulu l’appliquer à une Figure d’un nombre 
de Côtés auffi grand que neuf. Et je penfe que le procédé médiat eft préférable dans 
tous les Cas , même dans celui où les trois Angles inconnus font adjacens les uns 
aux autres , dans lequel feul le Cofinus de l’Angle moyen Ce trouve immédiatement 
par une Equation du premier degré , 8c les deux autres font décompofés en deux 
parties par la Diagonale qui joint leurs Sommets. 


Fin de la Polygonométrie. 
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APPENDICE. 


Lieu à la Ligne droite , lié avec la Polygonométrie. 

J. a. Dans l’Ouvrage précédent, & tout particuliérement dans le J. XXIV , j’ai 
été appelé à m’occuper de la Somme des Re&angles des Perpendiculaires abailTées 
d’un Point pris fur le Plan d’une Figure rcÔilignc, par ceux des Côtés de cette Figure 
fur lefqucls elles font abailfécs. De ce Cas particulier , il eft naturel de piaffer à un 
Problème plus général , 6c de s’occuper de la Somme des Reélanglcs des Perpendi- 
culaires abaiffées d’un Point pris fur le Plan d’une Figure par des Droites quelconques 
données de grandeur. Et comme l'objet de cette recherche eft indéterminé , 6c qu’en 
particulier il y a plulieurs Points qui jouiffent à cet égard d’une même propriété 5 par 
exemple , que la Somme des Reâangles répondante à ces Points eft confiante : il eft 
naturel de rechercher la Pofition de ceux de ces Points qui jouiffent tous de cette même 
Propriété. C’eft l’objet dont je me propofe de m’occuper dans cette Differtation. 

Comme le Cas où les Droites données de pofition partent d’un même Point , eft 
plus fimple que celui où ces Droites ont une Pofition quelconque -, j’ai cru convenable 
de commencer par ce premier Cas , êc de chercher enfuite à lui réduire le fécond Cas : 
c’eft ce que j'ai fait avec le plus heureux fuccès. 

Je ne m’occupe pas du Cas où les Droites données de pofition font parallèles entr’ellcs : 
il fe réduit avec la plus grande facilité à ce Problème déterminé. Un nombre quelconque 
de Points étant donnés de pofition fur une Ligne droite : Trouver fur la même Droite 
un Point tel que la Somme des Rcélangles de fes Diftanccs aux Points donnés par 
des Droites données , foit donnée de Grandeur. 

Je ne m’occupe que du Cas du Perpendicular^me. Le Cas où les Droites à mener 
font oblique* aux Droites données de pofition , fe réduit évidemment au premier ; 
en fubftituant aux Droites données de grandeur des Droites plus grandes qu’elles 
dans le Rapport du Sinus total au Sinus de l’Angle d’obliquité. • 

Quoique le procédé que je fuivrai foit général , 6{ qu’il ne dépende point du nombre 
des Droites données de Polition , j’ai cru devoir y introduire par des Exemples par- 
ticuliers, qui faciliteront aux jeunes Géomètres l’intelligence de la Propofition générale. 


Premier 


Digitized by Google 


( 73 > 


Premier Cas. 

Les Droites données de Pofition partent d'un même Point. 


§. b. Exemple. Soient SA, SB, SC, trois Droites données de pofition fur un P'atl Fig. XV. 
& pariant d’un même Point. On demande le Lieu des Points Y de chacun defqucls 
abaillant des Perpendiculaires TA’, YB‘, YC‘, fur les Droites SA, SB, SC ; la Somme 
ou les différences de leurs Reûanglcs par trois Droites données de grandeur , foient 
égales à un Efpace Q donné de grandeur. 

Divifion. On doit d'abord déterminer quelles font les Direâions des Perpendiculaires 
à chacune des Droites données de pofition qu’on regarde comtnl pofitîves ou additives; 
enforte que les Perpendiculaires aux mêmes Droites qui ont une direâion oppofée 
font négatives ou Ibuflraâivcs. 

Les Angles ASB, ASC, allant en croifiant ; que ce dernier foit plus petit que deux 
Droits. Soient prolongées les Droites AS, BS , CS, au-delà du Point S, en A", B", C“. 

Le Plan des Droites données de pofition eft partagé en fix Régions : C"SA, ASB, 

BSC, CSA", A"SB", BSC"\ St partant, il paroit d'abord qu’on a fix Pofitions dilfé- 
rentes du Point Y à examiner. Mais je remarque, que les Angles C"SA, ASB, BSC, 
jouent dans cette Qtieftion les mêmes rôles que les Angles CSA", A"SB", B"SC"; 
en changeant les lignes relatifs aux Perpendiculaires abaHTêes des Points fitués dans 
les premières Régions conformément aux changcmcns de Directions de ces Perpen- 
diculaires. Partant , les fix Cas auxquels la Queftion prôpoféc paroit d'abord donner 
lieu fc réduifent à trois. 

Je remarque encore, que les Angles extrêmes CSA, BSC, jouent le même rôle; 
en changeant les lignes des Perpendiculaires abaiflecs fur leurs Jambes non-communes 
SA, SB-, donc , les fi* Cas qui paroifibient d’abord differens , fe réduifent à deux 
feulement , dans lefquels on s’occupe des Régions CSA , ASB. On a donc à 

CSA 

examiner l'es deux Pofitions du Point Y; ^ $ g 

Première Pofition du Point Y; ce Point eft regardé comme étant dans l'Angle CS A. 

Subdivifiori. Ce Cas donne encore lieu à des fubdtvifions. En clfet, les Perpen- 
diculaires abaiflecs des Points Y fitués dans l’Angle C"SA , font regardées comme 
étant; toutes trois additives , ou deux additives St une foujlraciive , ou une additive 
& deux fouflraclives , Ou toutes trois foujlraclivcs : ce qui paroit donner lieu à huit 
Cas différens. 

Mais ces huit Cas en apparence différons fc réduifent à quatre. En effet , tout 
ce qu’on diroit de deux de ces Perpendiculaires fouftradives ou négatives , St une 

T 


Digitized by Google 


( 74 ) 

additive ou pofitive ; on le diroit de deux Perpendiculaires pofitives & une négarive , 
abaiiTées des Points fituos dans l’Angle CSA ", oppofé au Sommet à l’Angle C'SA -, 
vu que les Perpendiculaires abaiiTées des Points , fcmblablcmcnt fitués dans ces deux 
Angles , font refpeâivement égales eotr’elles , & ne different que par la Dirc&ion 
ou par le Signe. Partant , tout ce qui aura été dit fur deux Perpendiculaires pofitives 
& une négative pour les Points Ctués dans la Région ASC", fc dira de deux Perpendi- 
culaires négatives & une pofitive abaillëes des Points fitués dans le même Angle , en 
leur fubftituant les Perpendiculaires abaifTécs des Points fcmblablcmcnt placés dans 
l’Angle A"SC. 

Partant, 'les huit Cÿs auxquels paroiffent donner lieu les combinaifons de lignes 
des Perpendiculaires abaiiTées des Points Y, fitués dans l’Angle C'SA , fe réduifent 
à quatre , dont je vais préfenter le Tableau. 


Y A‘ YB' YC' 



+ *+* 


Premier Cas de la première Pofition du Point Y ^ ^ ’ 

Analyfe. Sur les Droites données de pofition foient portées des Droites SA, SB, SC, 
refpcélivcmcnt égales aux Droites données de grandeur. Soit conçue menée SY; 
& des Points A, B, C, foient conçues abaiflecs fur SY les Perpendiculaires Aa, Bb, Ce. 

Les Triangles ’ ^BSb* ^CSc ’ f° nt femblables deux à deux ; de-lé les Rcétanglcs 

cis X ri'* nk ’ ck ^ r ^ ^ ont égaux deux à deux. Donc, la Somme des 

SY x Aa, SY x Bb , SY x Ce , ° 

premiers Reâangles eft égale à la Somme des derniers ; favoir , au Reélanglc de SY 
par la Somme des Droites Aa, Bb, Ce. Soit 2 le Centre commun de Gravité des 
Points A, B, C -, foit menée SZ -, & foient conçues y T,, perpendiculaires à ^ 
refpc&ivement. On a ( {. XXXVUI ) , Aa -+• Bb Ce = jZ{ ; donc , 

SAxYA-h SBxYB'-t-SCxYC' = $SYxZ{. Mais les Triangles YSZ', ZSf, étant fem- 
blables ; SYxZï = SZxY2‘. Donc, SAxYA'-h SBxYB'-i- SCxYC' = iSZxYZ'. 

Donc , le Reâangle SZxYZ' eft donné de grandeur ; mais SZ eft donnée de 
grandeur; donc YZ' eft auftî donnée de grandeur. Mais.TZ' eft perpendiculaire à 
la Droite SZ donnée de polition ; donc , le Point T eft à une Droite donnée de 
pofition parallèle à SZ. 
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Conjlruciion. Sur Jes Droites données de pofition , foient prifes des Droites SA, SB, SC, 
refpcûivcmcnt égales aux Droites données de grandeur. Soit cherché le Centre 
commun de Gravité Z, des Points A, B, C. Soit menée SZ. Soit changé l’Elpace Q 
donné de grandeur en un Re&anglc ayant pour un de fes Côtés le triple de SZ ; 
SC d'un Point quelconque de SZ foit élevée à elle-même une Perpendiculaire égale à 
l’autre Côté. Par l’extrémité de cette Perpendiculaire foit menée à SZ une Parallèle ; 
-elle fera le lieu cherché. . 


Dèmonflration. Soit Y un Point quelconque fur cette Parallèle ; duquel foient 
nbaiftecs les Perpendiculaires Y A', Y B', YC', Y Z', fur les Droites SA, SB, SC, SZ-, 
foit menée SY-, 8t foient Aa, Bb, Ce, Zf, perpendiculaires à SZ. 

Les Triangles 7 ’ ZS^* f° nt fcmblables deux à deux j donc, 

les Reôanglcs | K ’ ^YxÇc] font deux à d «“’ 

Mais „ SYxAa ■+■ SYxBb ■+■ SYxCc = j SYxZp (Conftr. &C §. XXXVIII) 
r Donc , SAxVA<+ SBxYB' -+- SCxYC' = jSZxYZ' = Q. 


Remarque première. Le lieu de* Points Y étant parallèle à SZ ; la Pofition de ce 
Lieu relativement aux Droites données de pofition , dépend de la Pofition du Point Z 
félativement aux mêmes Droites. Or, le Triangle ABC , étant tout entier dans 
l’Angle ASC, le Point Z eft aufli dans cet Angle ; 8c il eft fitué , ou dans l’Angle ASB, 
ou dans l’Angle BSC , ou fur la Droite SB commune à ces deux Angles. 
i°. Que le Point Z foit dans l’Angle ASB. * 

Le lieu des Points Y traverfe les Régions A" SB", B" SC, C“SA , ASB. 

Régions I Signes des 
du Poiot Y. < Perpendiculaires I Equatioq§. 

YA' YB' KO 

A"SB > . . . 4 - - - ... + SAxYA ' - SBxYB' - SCXYC 

B"SC" Q_= + SAxYAi + SBxYB’ - SCxYC 

CSA ... 4. + + . . . £ = 4. SAxYA 1 -f. SBxYB' 4. SCxYC 
ASB . . „ - 4. + . ^ . 2 _= — SAxYA 1 4. SBxYB' 4. SCxYC 
Savoir , les Perpendiculaires qui ont changé de Dircâions , relativement à celles qu’on 
regarde comme pofitives , font précédées du Signe de la fouftraîlion. 
i°. Que le Point Z foit dans l’Angle BSC. 

Le Lieu des Points Y traverfe les Régions B" SC", C 'SA , ASB , BSC. 
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Régions 
du Point Y. 

B" SC" 
CSA 
ASB 
BSC 
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Signes des Perpendiculaires.' 
Y A YB' YC 


5 °. Le Po»t Z étant fur la Droite SB, commune aux deux Angles ASB, CSB-, 
je Lieu des Points Y eft dans les Régions B "SC", C"SA , ASB ; communes aux deux 
Politions précédentes ; & partant , ce troifième Cas rentre dans les deux précédons. 

Remarque fécondé. On voit par cet Exemple : Qu’on ne peut pas s’occuper de la 
Somme des Reôangles propofés , en prenant ce mot dans le fens propre ; fans 
s’occuper err même tems des différences de ces Rcftangles , correfpondantcs aux 
changemens de directions 8t par confcquent de lignes des Perpendiculaires regardées - 
comme pofitives , fuivant une direction déterminée. 

VA’ VR' VC 

Second Cat de la première Pofition du Point Y. | ^ 

L’Analyfc , la Conftruâion & la Démonftration de ce fécond Cas , font les mêmes 
que celles du premier; en fubftituant au Point C le Point C" pris fur le prolongement 
de CS au-delà de S , de manière que SC" — SC. Il me fuflîra de jultificr cette 
adertion par l’expolïtion d’une partie de l’Analyfe. 

On trouve, tout comme précédemment , SY {Aa-t-Bh — Ce) — Q . ~ . 

ou SY (Xa+Bb-Cc") = Q ' lcs J 0,ms 
A & B étant regardés comme fitués d’un cèté de la Droite SY oppofé à celui où eft 
le Point C ". Panant, Z eft le Centre de Gravité des Points A, B, C". 

Remarque. Z eft dans l’Angle BSC" ; favoir ( en omettant le Cas commun où Z 
eft fur SA) ; dans l’un des*deux Angles ASB , ASC". 

Régions Régions 
du Point Z. du Point Y. 


ASB 


4 SC" 


A'SB" 
8' SC' 

CSA 

ASB 

CSA " 

A SB' , 

B"SC" 

CSA 


Signes des Perpendiculaires. 
Y A YB', YC‘. 


— — -+- 


Troifiemc 
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TroîjTeme Cas de la première Pofition du Point Y. ^ ^ ’ YC • 

■+■ — -f- 

Subftituant à B, le Point 8", de manière que SB"= SB-, l’Analyfc, la Conflrufliort, 
8c la Démonftrntion font les mêmes que pour le premier Cas. 

Remarque première. Les Points A, C, B", font litués de côtés difïcrens relativement 
à toute Droite paflant par S. Donc , le Point Z peut fe trouver dans chacun des Angles 
ASC, CSB", B"SA -, ou dans chacune des (îx Régions dans lefquelles le Plan eft 
divifé par les Droites données de pofition i(. par leurs prolongemens ; & la Polition 
du Point Z dépend des Grandeurs des Droites données , SA , SB", SC. 

On détermine de même les changerions de lignes des Perpendiculaires abailfées 
des Points Y, corrcfpondans aux changemens de leurs Directions , ainfi que je l'ai 
fait dans la Table fuivante. 

Régions du Point Y. 

ASC" . . 

C"SB" . . 

B" S A" . . 

A"SC . . 

CSB . . 

BSA ... 

Remarque fécondé. La poflibilité que le Point Z fe trouve dans chacune des fix 
Régions dans lefquelles eft divifè le Plan des Droites données de pofition par ces 
Droites 8C par leurs prolongemens -, établit une première différence entre ce Cas 8C 
ceux qui le précèdent. Mais il en eft une beaucoup plus grande encore -, favoir , 
la poflibilité de l'indétermination du Lieu propofé. 

En effet, le Lieu des Points Y étant parallèle à.SZ ; pour que ce Lieu foit déter- 
miné , la Ligne SZ elle- même doit être déterminée -, & pour cela, le Point Z doit 
être différent du Point S. Partant , s’il arrive que le Centre de Gravité des Points 
A , B", C , coïncide avec le Point S * la Droite SZ étant fufceptible d’une direction 
quelconque , le Lieu cherché peut anfîï avoir une direction quelconque ; 8c partant, 
tous les Points du Plan des Droites données de pofition jouïfl’ent à l'égard de ces 
Droites d’une même propriété. 

Or, deux des Points A, B", C , étant fîtués d’un même Côté d’une Droite paflant 
par S ; le Point reftant eft fitué de l’autre Côté de la même Droite ; & le Point S 
étant le Centre de Gravité de ces Points , la Somme des Perpendiculaires abailfées 
fur ccttc Droite des deux Points litués d’un Côté d’elle , eft égale à la Perpendiculaire 

V 
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abaiffïc du Point reliant. Par confcquent , la différence de la Somme des deux 
premières Perpendiculaires & de la dernière eff zéro. Donc aufli , dans ce Cas , 
l'Efpace Q eff déterminé à être zéro. On a donc , SAxY A' -b SCxYC'= SBxYB' ; 
quel que foit le Point Y fitué dans l'Angle ASC ", duquel on abailfe les Perpendiculaires 
6c la même Conclufion s'applique aux pofitions du Point Y dans les autres Angles. 

Ce Cas diffère donc à trois égards des Cas prccédens. i°. Par la poffibilité que 
le Lieu cherché Toit dans chacune des Régions du Plan dans lelquellcs il eff divifé 
par les Droites données de pofition-, i°. 8( j°. par la poffibilité de l'indétermination 
de ce Lieu, qui entraîne une Valeur déterminée de l’Efpace Q ; favoir, fon éva- 
nouïlfance. 


Quatrième Cas de la première Pofition du Point Y. 




YC'. 


L’Analyfe , la Conffruétion 8c la Démonffration font les mêmes que dans le premier 
Cas; en fubffituant au Point A le Point .rl", pris de manière que SA"= SA. Le Lieu 
eff déterminé. 


Lieux du Point Z. 


A"SC 


DSC . . 


Lieux du Point Y. 


. . C"SA . . 

ASB . . 

BSC . . 

CSA " . . 

- . B" SC" . . 

C"SA . , 

ASB . . 

BSC . . 


Signes des Perpendiculaires. 

Y A‘ Y B' YC 



Seconde Pofition du Point Y . Ce Point eff regardé comme étant dans l’Angle ASB. 

Subdivifion. On réduit, comme dans la première Pofition, l’Examen de tous les 
Cas , à celui des quatre Variations fuivantes des lignes des Perpendiculaires 

Y A', Y B', YC. 


Y à 1 rn/ YC* 

Premier Cas de la fécondé Pofition du Point Y. ^ ( ( 

Ce Cas eff lié avec le quatrième de la première Pofition ; & le Point Z eff le 
Centre de Gravité des Points A ", B, C. 
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Second Cas de la Jeconde Pofition du Point Y. ^ C s ' 

Aux Points A Si C fuient fubftitués les Points A" & C". Le Point Z eft le Centre 
-de Gravité des Points A", B , C". Ce Cas eft fufceptiblc d'indétermination ; de la 
même manière que le troiflème Cas de la première Pofition. 

Troifième Cas de la fécondé Pofition du Point Y. ^ ^ ^ ^ ’ 

“r t” 

Subftituant aux Points A Si B , les Points A ,J , B"; le Point Z eft le Centre de 
Gravité des Points A", B", C ; & le lieu eft déterminé. 

Quatrième Cas de la fécondé Pofition du Point Y. 

Ce Cas rentre dans le premier Cas de la première Pofition -, & le Point Z eft le 
Centre de Gravité des Points A , B , C. 

Remarque. La Somme ( prife dans le fens général ) des Reéhngles des Perpen- 
diculaires abailTées d'un Point Y pris fur le Plan des Droites AA", BB ", CC", qui 
fe coupent en un même Point S , par des Droites données de grandeur SA, SB, SC ; 
étant triple du Reétanglc de la Droite SZ par la Diftance du Point Y à la Droite SZ. 
Cette Somme eft proportionnelle à cette Diftance ; Sc partant , on obtient la Pro- 
pofition fuivante ; du genre de celles que les Anciens ont appelées Porifmes. Trois 
Droites menées d'un même Point étant données de pofition fur un Plan , Si trois 
Droites étant données de grandeur ; on peut trouver en même tems , la pofition 
d'une quatrième Droite fit la grandeur d'une quatrième Droite, telles; que la Somme 
des Reâangles des Perpendiculaires abailTées ( fuivant une Direôion déterminée ) d'un 
même Point , fur les Droites données de pofition , par les Droites données de 
grandeur , foit égale au Reâangle de la Diftance de ce Point à la Droite trouvée de 
pofition par la Droite trouvée de grandeur. Mais fi les Droites données de pofition 
fit les Droites données de grandeur , font telles ; que la quatrième Droite à trouver 
de grandeur évanouïlTe ; la pofition de la quatrième Droite à trouver eft indéterminée , 
ou peut-être quelconque -, fit la Somme des Reftangles des Perpendiculaires menées dans 
les Direâions affignées , par les Droites données de grandeur, eft déterminée à évanouir. 

§. c. Il eft ailé d’appliquer le Calcul au Procédé que je viens de fuivre ; Si de 
déterminer les Angles fous lcfqucls le Lieu propofé coupe les Droites données de 
Pofition. Je prendrai pour Exemple le premier Cas de la première Pofition du PointT; 
en fuppofant le Point Z dans l’Angle ASB. On a 

SA fin. ASZ = SB fin. BSZ ■+■ SC fin. CSZ 

= SBfin.(ASB—ASZ)+SCfin.(ASC—ASZ) ’ 
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SA 

Delà, fin. AsZy.SBcofi.AsB = cofi.ASZySB fin. AsB 
SC cofi ASC SL fin. AsC 

SB fa. ASB 4- SC fin. ASC 


Donc 


Tan g. ASZ 
Tang. BS Z 
Tang. CSZ 


SA+SB tof.AÏSB + SCcof. A>C 
S A fi». ASB » -SC fil B SC 


SA cof.ASli+SB 4 - SC tof. /iiC‘ 

SAfm. ASC+SBfm BSC 
SA tof ASC+Tb toj. ûiC-HC' 

Remarque. Ces Formules renferment toutes les Polirions du Point Z ; lavoir, le 
dans l’Angle ASB > 

Point Z eft fur SB fuivant que SA fin. ASB — SC fin.BSC. 
dans l’Angle BSC <, 

/rem; changeant les lignes des Quantités SA , SB, SC, d’une manière correfpon- 
dame aux changemens de Direéfions des Perpendiculaires ; on obtient encore tous 
les Cas dont j'ai fait l’cnumcration. 

Exemple. Que les Perpendiculaires à SB foient regardées comme foufhaéfives. 
On obtient , Tang. ASZ = S asb ’ cc < I lli ré P ond au 

troilième Cas de la première Polition du Point F. 

Si on a en meme tems; SRfin.ASBzxzSC fin.ASC\ &<SA-bSCcof.ASB = SB cofi ASB ; 
les deux Termes de la Fraékion qui exprime la valeur de Tang. ASZ évahouïlTent en 
meme tems ; donc, cette Tangente eft indéterminée ; donc, le Lieu des Points F 
eft indéterminé. 

Ayant déterminé la Direétion du Lieu cherché; pour en calculer la Polition , il 
faut calculer la grandeur de la Ligne SZ ; on a ( §. XXXVII ) ; 

ÿSZ 1 = "acr ’ ”** SB cofi. ASB ; delà, connoiftânt la grandeur de 

SL fin. ASC j SC cofi ASC) 1 

l’Efpace donné Q ; on connoit la diftance du Lieu cherché à SZ. 

$. à. On peut aufTi rechercher immédiatement par le calcul la Polition du lieu cherché. 
On a , Y A = SF fin. FSA 

F B' = SF fin.FSA+ASB ' 

F C‘ = SF fin. F SA+ ASC. 

S xFA‘ SA 

Donc, -t-SI'xFB' = SF fin.FSA x SB cofi. ASB 4- SF cofi. F SA x SB cofi ASB 


-bScxFC' 


SC cofi ASC 
SA 

FA' x SB cofi ASB 
SC cofi ASC 


SC cofi ASC 

SA' x SB cofi ASB 
SC cofi ASC. 
Partant , 
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Partant , la Queftion propofée fur trois Droites données de pofition r eft réduite à 
la Queftion bien plus (impie de deux Droites perpendiculaires l'une à l'autre , fur lef- 
quelles abaiflant des Perpendiculaires , la fomme de leurs Reâangles par des Droites 
données eft donnée de grandeur. 

Seholie. Les détails dans lefquels je viens d’entrer dans le développement de cet 
Exemple , me paroiflent fuffire , pour faciliter l’intelligence du développement de la 
Propofition générale. 

J. t. Procédé général. Soient SA , SB , SC , SD - - - - SL , SM , SN , un 
nombre n de Droites menées d’un même Point S ; de manière que les Angles 

ASB, ASC, ASD ASL, ASM, ASN , aillent fucceflivement en croiflant ; 

Je plus grand d’entr’eux ASN étant plus petit que deux Droits. On demande le 
Lieu des Points Y, de chacun defquels abaillànt fur les Droites données ♦s Per- 
pendiculaires Y A', YB‘, YC', YD' - - - YL', YM', YN’; la fomme ou la différence 
de leurs Reâangles par des Droites données foit égale à un Efpacc Q donné de grandeur. 


Soient 


SA , SB , SC , SD - - - SL, SM, SN 
SA", SB", SC", SD" -- - SL", SM", SN"’ 


des Droites refpeâivcment 


- LSI , MSm , NSn. 


égales aux Droites données de grandeur , portées fur les Droites données de pofitidfc 
de part & d'autre du Point S. 

i°. Soient regardées comme pofirives les Perpendiculaires abaillëes des Points Y 
fitués dans l’Angle ASN". Soit conçue menée SY -, 8c foient conçues abaiffées 
les Perpendiculaires Aa, Bb, Ce, DJ, - - - Ll, Mm, Nn, fur SY. 

Les Triangles YSA', YSB‘, Y SC', Y SD', Y SL', Y SM', Y S N', font ref- 

peâivement (émblables aux Triangles 

ASa , BSb , CSc , DSd , 

Donc , les Reâangles ...... 

. . SAxYA', SBxYB', SCxYC 1 , SDxYD' 
font refpeâivement égaux aux Reâangles 
. . SYxAa , SYxBb , SYxCc , SYxDd, 

Donc, la fomme des premiers Reâangles •, c’eft-à-dire , l’Efpace donné Q, eft 

égale au Reâangle de SY par la fomme des Droites 

. . Aa , Bb , Ce , Dd , .... Ll , Mm , Nn. 

Soit Z le Centre commun de Gravité des Poinrs A, B, C, D, - - - L, M, N ; foit 
Z t perpendiculaire à SY , 8C YZ' perpendiculaire à SZ. On obtient ( §. XXXVIII ) 
Aa ■+■ Bb ■+• Ce -t- Dd -4- - - Ll H- Mm + Nn = nxZj. Donc , Q = nxSTxZf ; 
eu > Q = SYxZ^. Mais les Triangles YSZ', ZS\ , font femblables j donc, 
SYxZi = SZxYZ' ; donc Q = SZxYZ’. Donc, le Reâangle SZxYZ' «ft 

. X 


SLxYL', SMxYM', SNxYN’, 
SYxLl, SYxMm, SYxNn. 


Digitized by Googl 


( 82 ) 

donné de grandeur; mais la Droite SZ eft donnée de grandeur ; donc , la Droite YZ' 
eft auflï donnée de grandeur; mais elle eft perpendiculaire à la Droite SZ donnée 
de pofition ; donc , le Point F eft à une Droite donnée de polîtion parallèle à SZ. 

Conjlr. Soit cherché le Centre de Gravité Z des Points A, B, C, D, --- L, M, N\ 
foit menée SZ. Soit changé l’Efpacc Q donné de grandeur, en un Rc&angle qui 
ait pour un de Tes Côtés la Droite SZ prife autant de fois qu’il y a de Droites données 
de pofition ; d'un Point quelconque de SZ foit élevée à elle une Perpendiculaire 
égale à l'autre Côté. Par l'extrémité de cette Perpendiculaire foit menée à SZ une 
Parallèle ; elle fera le Lieu des Points cherchés. 

La Démonjlration découle fi évidemment de l’Analyfe , que je crois fupcrfiu de la dé- 
velopper; fur-tout après l'avoir fait pour le premier Exemple d’une manière fi détaillée. 

Renitr que première. Les Points A, B, C, D - - - L, flf, N, dont Z eft le Centre 
de Gravité ; étant fuppofés dans l’Angle ASN ou fur les Jambes de cet Angle plus 
petit que deux Droits : ce Centre de Gravité eft auflî dans l’Angle ASN. Sa fituation 
dans les uns ou les autres des Angles plus petits que ASN, dépend des Pofitions des 
joints A, B, C,D, - - - L, M, N ; ou des Grandeurs des Droites données. Mais 
le Lieu des Points Y eft parallèle à SZ ; donc auflï les pofitions des parties de ce 
Lieu dans les Angles formes par les Droites données de pofition , dépendent des 
Grandeurs des memes Droites. Et la variation des lignes des Perpendiculaires abaiflëes 
des Points Y fitués dans ces’Parties , dépend des changemens de leurs dircétiom 
rélativcment à celles qu’on regarde originairement comme pofitives. Il me fuflïra 
d’en donner ces deux Exemples. 

Angles dans I Angles dans 

lefquels eft ZJlefquels eft Y. Signes des Perpendiculaires 

YA', YB' YC, YD‘ ... YL', YM', T» 


ASB 

. . : BSA 






h- 

4* 

4- 


4- 

4- 

4* • 


ASN" 




4- 

+ 

4 * 

4- 


4- 

4- 

4- t 


N 'SW 




4- 

+ 

4- 

+ 


4- 

4- 

— 

>*. 

M"SL" 




4» 


4- 

4- 


4- 

— 

m». . 


D"‘SC 



; 

4- 

+ 

4* 


; . ; 

— 

— 

— 


. CSB" 




4- 

4- 

— 

— 


— 

— 

— 4 


B" S A" 




4- 



— 

• • • 

— 

• 

— 

BSÇ 

: : CSB 






4- 

4- 

• I • 

4- 

4- 

4- 


BSA 




— 

4- 

4- 

4- 

• • ■ 

4- 

4- 

T ■ 


ASN" 




+ 

4- 

4- 

4- 


4- 

4- 

4-, 


N' SM" 




4" 

4- 

4- 

4- 

•* • 

4- 

4- 

\ \ 


M "SL" 



• 

+ 

+ 

4* 

+ 

• • • 

4- 

— 

— 


D"SC 

• 


• 

+ 

4 - 

4- 

_ 





— 


C"SB'< 

• 


• 

4- 

4- 


— 



— 

— 
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Ces Exemples fuffifent pour montrer : Qu’on ne peut réfoudre le Cas propofè 
de la fomme*, dans le fctrs propre de l'Enoncé ; fans réfoudre en même tems ceux 
des différences étroitement liés avec lui ; que , par conféquent , on ne doit pas 
prendre la première ExprefTion dans un fens trop limité; & qu’il eft toujours ncccfîaire 
d'avoir égard à la direétion fuivant laquelle chaque Perpendiculaire eft regardée comme 
pofîtive ou négative ; Sc fi une ou quelques-unes (Telles doivent être prifes dans une 
direétion oppofée , on doit changer le ligne qui les précède. 

Je ne puis , fans m’expofer à trop de longueur , pourfuivre toutes les fuppofitions 
qu’on peut faire fur les direâions des Perpendiculaires qu’on regarde comme pofitives 
ou négatives. Je me contenterai d'en expofer un fcul Cas. Que le Point Y étant 

ütué dans l’Angle ASN ", les (ignés des Perpendiculaires 

YA', VB', YC', YD' .... Y L'y YM', YN' t 

foient comme il fuit + . — — -1- -+- — -+- 

Pour réfoudre ce Cas , on fubftituera aux Points B, C, M, les Points B", C", M", 
refpeétivement. On cherchera le Centre commun de Gravité Z des Points 
A , B", C", D , ..... L , M", N. Le Lieu cherché ( s'il cft déterminé ) 
cft parallèle à SZ. 

Comme , dans ce Cas , le Point Z eft le Centre de Gravité de Points , tels : 
Que , fi par 5 on mène une Droite quelconque , quelques-uns de ces Points étant 
fitués d’un côté de cette Droite , les autres font fîtucs du côté oppofé ; le Point Z 
n’cft pas déterminé par les Pofitions des Droites données , à être dans une Région 
déterminée de ce Plan; mais il peut être placé dans toutes les Régions dans lcfquclles 
ce Plan cft partagé par ces Droites; fa Pofition dans ces Régions .dépendant des 
Grandeurs des Droites données. 

En particulier , fi le Point S 8c le Point Z coïncident , la Droite SZ pouvant avoir 
une Pofition quelconque , le Lieu propofé eft indéterminé ; 8c au contraire , l’Efpace'" 
Q cft déterminé à évanouir. Savoir , la fommb des Rcétangles répondons aux Per- 
pendiculaires regardées comme pofitives , eft égale à la fomme des Rectangles 
répondans aux Perpendiculaires négatives. En effet , le Point S étant le Centre de 
Gravité des Points A, B", C", D , - - - - L, M", N; fi de ce Point on 
mène une Droite à un Point quelconque Y du Plan fur lequel ils font fitués ; la 
fomme des Perpendiculaires abailfccs ^ir cette Droite depuis ceux de ces Points 
qui font fitués d’un côté d’elle , cft égale à la fomme des Perpendiculaires abaiflces 
fur elle depuis les Points fitués de l’autre côté ; donc , la différence de ces deux 
femmes eft zéro. Donc auffi le Reétangle de SY par cette différence eft zéro. 
Mais ce Reftangle eft égal à la différence de la fotame des Rectangles regardés 


\ 
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comme poiitifs , & de la fomme de ceux qu’on regarde comme négatifs , des Per- 
pendiculaires abailFécs fur les Droites données de polition par les Droites données 
de grandeur» Donc * cette dernière différence cft zéro. 

Remarque. La fubftitution des Points A ", B", C “ , D' - - - - I", M", N" 

aux Points A , B , C , D - - - - L r M , N 

indiquée par le changement de direûion des Perpendiculaires ( abaiftecs fur les Droites 
données de polition ) qu’on regardoit comme pofitives ; eft le Principe qui embrallc 

tous les Cas de Sommes & de Différences. Savoir , les Droites 

SA", SB ", SC”, SD” — SL", SM", SN", étant refpeûivement égales aux Droites 

SA , SB, SC , SD — SL, SM , SN ; mais menées dans un fens oppofé , les- 

Reûangles des Perpendiculaires abailîées fur les Droites AA", BB", CC”, DD" r - - 
- - LL”, MM", NN" par les Droites SA, SB, SC, SD - SL , SM., SN 
répondent aux Re&anglcs de ces Perpendiculaires par les Droites . . - ■ 

S.1", SB", SC", SD" - SL", SM", SN ", 

précédés du ligne oppofé. Partant , les différent Cas qu’on peut propofer fur les 
variations de lignes de ces Perpendiculaires ,. fe réduifent tous à une feule & même 
Conftruûion $ Si ils ne different que par le fens fuivant lequel on porte les Droites 
données de grandeur fur les Droites données de polition. 

$. f. Le Lieu des Points Y étant parallèle à la Droite SZ ; les Angles fous lefquel» 
ce Lieu coupe les Droites données de polition font refpeûivement les mêmes que les 
Angles fous lefquels la Droite SZ coupe les mêmes Droites. Or , les Angles que la 
Droite SZ fait avec lès Droites données de Polition, font déterminés par 1 Equation 
SA fin. ASZ -t- SB fin. BSZ -h SC fin. CSZ •+- SD fin.DSZ H 

— SL fin. LSZ ■+■ SM fin. MSZ -t- SN fin. NSZ = o. De laquelle on tire ; 

^ SES». AS B 4 - SC fm. ASC + ST) fin. ASD-\r , ■ ; 

1 ang.AS/, sÂ+SB7ôfiASB + sc ( oj. asc + s d eof. asd + . . . 


...SL fin. ASL 4- SM fin. AS At-f- SS fin. ASN 
. . . SL tof ASL + SM cof. ASM+ SNcof ASN~ 


1 r. ■*. 


Donc , on connoît l’Angle fous lequel la Droite SZ coupe l’une quelconque de» 
Droites données de polition } donc auflî on connoit l’Angle fous lequel le Lieu cherché 
coupe l’une quelconque des mêmes Droites. 

Le Quarré de la Droite SZ prife autan^ de fois qu’il y a de Droites données de 
polition ; eft égal à la fomme des Quarrés des deux Termes de la Fraûion qui exprime 
la Tangente de ASZ. 

Changeant les lignes de celles des Lignes SA, SB, SC, SD -- - SL, SM, SN, 
qu'on regarde comme négatives , ceue. Expreffion devient générale par tous les Cas 

de 
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«Je Somme 8c de Différences. En particulier , fi les deux Termes «Je la Fraûiort 
qui exprime la valeur de Yang. ASZ évanouîtfent en meme tems ; SZ évanouit ; 
cette Fraâion a une valeur indéterminée , 8c panant aufli l'Angle ASZ eft indéterminé : 
L’Efpace Q évanouît au(Tt, 6c tous les Points du Plan fur lequel font les Droites données 
jouÏÏTent de la même propriété rélativement à ces Droites. 

§. g. La Pofrtion 8c la Grandeur -de la Droite SZ ne dépendent que des Pofitions 6t 

des Grandeurs des Droites SA , SB, SC, SD SL, SM, SN ; 6c la Grandeur 

de la Somme ( prife dans le fens général ) des Rcâanglcs des Perpendiculaires abaiilëes 
d’un Point Y fur les Droites données de pofition par les Droites données de grandeur , 
eft égale au Rcûangle de la Perpendiculaire abaiffee du Point Y fur SZ , par la 
Droite SZ prife autant de fois qu'il y a de Droites données de pofition. De-là on 
obtient le Porifme général fuivanr. Un nombre quelconque de Droites partant d'un 
même Point , étant données de pofition' fur un Plan , 8c un pareil nombre de Droites 
étant données de grandeur ; on peut trouver en même tems une Droite de plus de 
pofition , 6c une Droite de plus de grandeur •, telles , que la Somme ( prife dans le 
fens général ) des Re&angles des Perpendiculaires abailfces d’un Point quelconque 
de ce Plan fur les Droites données de pofition , par les Droites données de grandeur, 
foit égale au Rcôangle de la Perpendiculaire abaiflec du même Point fur la Droite 
trouvée de pofition , par la Droite trouvée de grandeur. Excepté un feul cas ; où la 
Droite à trouver de grandeur évanouît; ÔC la Pofition de l’autre Droite eft indéterminée. 

$. h. Au lieu de regarder les Droites SA, SB, SC, SD - - - - SL, SM, SN, 
comme étant toutes fituées d’un même côté de la Droite SA ; en forte que l’Angle ASN, 
le plus grand de ceux qui font formés par ces Droites, foit plus petit que deux Droits : 
On peut regarder ce plus grand Angle comme s'étendant au-delà de deux Droits ; de 
manière que les Angles ASB , ASC , ASD - . ASL, ASM, ASN, aillent fuc- 

ceffivement en croiflânt ; le plus grand d’entPeux ASN n’ayant d’autre Limite en 
grandeur que quatre Angles droits. 

Dans cette fuppofition , s’il arrive que les Droites SA, SB, SC, SD --- SL, SM, SN, 
foient refpeâivement égales 8c parallèles aux Côtés AM, AB, BC, CD — IL,LM,MN, 
d’une Figure reôiligne NABCD - LMN ; on obtient cette propriété neuve 6C 
remarquable des Figures reâilignes ( qui trouvera-bientôt une application importante ) 
c’eft que le Point S eft le Centre commun de Gravité des Points A,B,C,Ü --- L, M, N. 


Y 
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En effet, les Valeurs des Angles ASB font refpcâivement A 


ASC 

A-bB ! 

ASD 

/î-h-B-i-C 

ASM 

- - - L 

ASN 

* A-i-B-i-C-b - - - - M. 

Des Points B , C , D , M , N 

abaiflant fur SA les Perpendiculaires 

Bb, Ce, Dd , - - - - Mm, Nn 

; on a les Equations fuivantes 

SA= NA 
Sb = AB cof. A 

Bb = AB fin . A 

Sc = BC co/.A-hB 

Ce = BC fin» A-bB 

Sd CD cof, A-hB-bC 

Dd CD fin . A-bB-bC 

Sm = LM cof. A-hB-hC - - - L 

Mm = LM fin. A-bB-bC-b — L 

Sri — MN cof. A-b-B-bC-i M 

Nn = MN fin. A-hB-hC-l M . 

Mais ( §§. XIX & XV ) les Sommes des féconds Membres de chacune de ces 
Equations font zéro ; donc , les Sommes des deux premiers Membres font aufli zéro : 
Donc ( J. XXXVIII ) ; tant la Droite SA que la Perpendiculaire à la même Droite 
élevée du Point S, paffent par le Centre de Gravité des Points A, B, C, D, — L, M, N. 

Donc , le Point S cft ce Centre de Gravité. 


On a donc ce Thcorcmc fur les Figures re&iligncs. D’un Point pris fur le Plan 
d’une Figure reâilignc foient menées des Droites égales St parallèles à tous fes Côtés 


( en tournant toujours dans un même fens ) ; le Point depuis lequel ces Droites font 
menées eft le Centre commun de Gravité de leurs Extrémités. 

Je pourrois donner une autre Démonffration ( immédiate 8t géométrique ) de 
cette élégante Propofition ; mais je craindrois de diftraire trop long-tems le Lecteur 
du but principal de cette Differtation. 

J. /. Le procédé géométrique que j'ai fuivt dans la recherche du Lieu propolê , 
me paroît le plus lumineux de ceux qu’on peut fuivre. Cependant on peut aulli 
employer une Analyfe purement algébrique ; comme il fuit : 

Soient défignées par <j , b , c , d , • - m , n ; les Droites don- 

nées de Grandeur , dont on doit prendre les Reûangles par les Perpendiculaires 

Y A', YB', YC', YD', YM', Y N', abaitîces fur les 

Droites .... SA , SB , SC , SD , - — - -- SM , SN. 


Digitized by Google 


( 87 ) 

Les Expreflions 

des Perpendiculaires font refpeôivement ou 

Y A' SY fin.YSA SY fin.YSA 

YB' ... fin. Y SB fin.YSA+ASB 

YC' fin. Y SC fin. Y S A-t- ASC 

fin.YSD ' fin. YSA-hASD 

s : : 

YM' • fin.YSM fin.YSA-i-ASM 

YN' fin. Y SU fin.YSA-hASN 


Donc, préfentant les Sinus de ces Sommes dans les Sinus & Cofinus de leurs Parties, 
& multipliant par les Droites données , on a l’Equation 

SY fin.YSA (a-hbcof.ASB-t-ccof.ASC+dcof.ASB-t- - - mcof.ASM-^-ncof.ASX) .. 

-t -SYcof.YSA( bfin.ASB+cfin.ASC-bdfin.ASD-i---mfin.ASM-hnfin.ASN)— [ t 

Ou , Y A'(a-hbcof.ASB-hccof.ASC-hdcof.ASD-i- - - mcof.ASM-i-ncof.ASN) n 

-hSY’l bfin.ASB-hcfin.ASC-hdfin.ASD-h -- mfin.ASM-bnfin.ASM) 

Savoir; deux Droites perpendiculaires l’une à l’autre étant données de polïtion , on 
demande le Lieu des Points de chacun defquels abaiffant fur ces deux Droites des 
Perpendiculaires , la fomme de leurs Reâanglcs par des Droites données de grandeur 
foit donnée de grandeur ; en forte que la Qucftion propofée pour un nombre quel- 
conque de Droites , eft toujours réduite au Cas de deux Droites feulement perpen- 
diculaires l’une à l'autre. Il eft ailé de pourfuivre l’Accord de ce Procédé avec celui 
que j’ai fuivi précédemment (§.«.) ; j’en abandonne le foin à ceux des jeunes 
Géomètres qui voudront en prendre la peine. Cette folution algébrique trouvera 
peut-être un plus grand nombre de Paitifans que le Procédé géométrique, dan* un 
liècle où l’on cultive prefque exclufivcment les fciences de calculs. Quant à moi ; 
dans le plus grand nombre des Cas où il eft poflible d’employer des Procédés géo- 
métriques, ils me paroiiTent fi lumineux & fi propres à former l’efprit à la méditation, 
que c’eft avec la plus grande peine que je vois des jeunes gens , connoiffant à peine 
les premiers Elémens de Géométrie , abandonner entièrement les méthodes anciennes, 
jrour fe plonger prématurément 8c exclufivement dans celles des Modernes. 

* §. b. Si dans un fujet purement élémentaire , il étoit permis d’employer les premiers 
principes des calculs fupérieurs ; on pourrait aifément trouver , prefque immédia- 
tement , que le Lieu cherché eft une Ligne droite. 

Soient Y S*. Y’ deux Points du Lieu cherché voifins l’un de l’autre. Les Sommes 
des Rcâangles répondans aux Points Y & Y ’ font donc égales cntr’clles : Donc , 
la différence de ces deux Sommes eft zéro. Du Point Y' fuient abaiffées des Per- 
pendiculaires fur celles qui font menées du Point Y; foient defignés en général 
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par y les Piés de ces Perpendiculaires. Soient défignes en general par T les Angles 
que les Tangentes au Lieu cherché font avec les Droites données de pofition. On 
aura l’Equation, f.axYy-= o •, donc aufli J.ayp, = o ; ôc /.uxLim.pjr = o. 
Mais Lim.-pj, = fin. T. Donc , /. a fin. T = o. Donc , toutes les Tangentes au 
Lieu cherché font parallèles entr’elles ; donc, le Lieu cherché eft une Ligne droite. 

Remarque. L’Equation fut fin.T = 05 indique la Propriété ({.«.), que le Lieu 
cherché eft parallèle à la Droite qui joint le fommet S, avec le Centre commun de 
Gravité des Extrémités des Droites égales aux Droites données de grandeur , portées 
depuis S fur les Droites données de pofition. 

Je ne prétends point recommander ce Procédé, fur- tout aux' jeunes Géomètres, 
au préjudice de ceux qui ne font fondés que fur des Principes purement élémentaires. 
Cependant , qu’il me foit permis de reconnoitrc que le Partage des Llémcns aux Cal- 
culs appelés fupcricurs , peut être tellement ménagé, que ces derniers deviennent des 
Conféquences immédiates des Proportions les plus élémentaires. J’efpcre le montrer 
un jour d’une manière plus rigoureufe encore que je ne l’ai fait dans mon Expofition 
des Principes des Calculs fupirieurs, couronnée par l’Académie Royale des Sciences 8c 
Belles- Lettres de PrulTe. 

Après m’être fi fort étendu fur le premier Cas de la Qucftion propolce , dans le- 
quel les Droites données de pofition partent d’un même Point, je parte au fécond Cas 
dans lequel ces Droites ne partent pas d’un même Point. Et je vais montrer que et 
fécond Cas eft toujours réduit au premier, énoncé dans toute là généralité. 

Second Cas. 

Les Droites données de pofition ne partent pas d’un même Point. 


$• I. Soient des Droites en nombre quelconque données de pofition fur un Plan ; 
fc. foient des Droites en meme nombre données de grandeur. C’eft une Droite qui eft 
le Lieu ( s’il eft déterminé ) de tous les Points fur le même Plan, de chacun defquels 
abailTant des Perpendiculaires fur les Droites données de pofition, la fomme ( prife 
dans le fens général ) des Reûanglcs de ces Perpendiculaires par les Droites données 
de grandeur , foit donnée de grandeur. 

En effet, par un Point quelconque pris fur le Plan’des Droites données de pofition, 
loient menées des Parallèles a toutes ces Droites* Les Perpendiculaires 3baiffécs 
d’un Point quelconque de ce Plan fur les Droites données de pofition , font les fommes 
ou lej différences des Perpendiculaires abaiffées du même Point fur les Parallèles aux 

Droites 
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Droites données de pofition , & des Diftances de ces dernières Droites à leurs Paral- 
lèles. Partant-; ces Parallèles gardant des Diftances confiantes aux Droites données 
de pofition ; la fomme des Reâangles des Perpendiculaires abaiiïées fur les Droites 
données de polition par les Drqites données de grandeur , différé d’une grandeur conf- 
iante , de la fomme des Reâangles des Droites données de grandeur , par les Pçc~ 
pendiculaires aux Droites qui font parallèles aux Droites données de pofition. ' Donc 
la première fomme étant donnée de grandeur ; la fécondé fomme efi aufli donnée de 
grandeur. Donc ( premier Cas ) ; le Lieu des Points cherchés ( s'il efi déterminé ) , 
cfi une Ligne droite. 

Je vais éclaircir par un Exemple cette Expofition générale. 

§. m. Exemple. Soit ABC un Triangle : On demande le Lieu des Points Y de Fig. XVI. 
chacun defqucls abailfant des Perpendiculaires fur fes Côtés , la Somme ou les Diffé- 
rences de leurs Reâangles par des Droites données , foient données de grandeur. 

Divifion. Soient prolongés tous les Côtés de ce Triangle indéfiniment en ^ C J . 

Le Plan de ce Triangle efi partage dans les fept Régions ABC ; “^b' b B Ce' cCAa' 

Mais comme les trois Réfions aAa 1 ", bBb ‘ , cCt ' , jouent un même Rôle ; 8( que 
les trois Régions aABb ' , bBCc' , cCAa' , jouent auffi un même Rôle , l'Examen de 
ces fept Régions efi réduit à l’Examen des trois Régions, ABC , aAa .' , aABb'. 

Pour chacune de ces trois Régions il fe préfente trois Cas ù examiner. Ou bien , 
les trois Perpendiculaires font pofitives , ou deux font pofitives 8c une négative ; ou 
bien une efi pofitive 8c deux négatives ; Si ces deux derniers Chefs de Divifion 
paroifient donner lieu chacun à une fubdivifion en trois Cas ; il paroit donc d’abord 
qu’il y a 2 1 Cas à examiner. Mais ce nombre peut être confidérablement diminué. 

Quant à la Région ABC. Les trois Côtés du Triangle jouant le même Rôle , les 
deux derniers Cas où les Perpendiculaires font de lignes différens , ne font pas fijfcep- 
tibles de fubdivifions ; Si partant il n’y a que trois Cas à examiner pour cette 

trois 

Région : favoir , les Perpendiculaires pofitives font , deux . 

une 

Quant à la Région aAa 1 . Le Cas où les trois Perpendiculaires font pofitives, efi 
le même que celui rélatif à la Région ABC , dans lequel la Perpendiculaire à BC efi 
pofitive , Si celles à AB Si AC font négative* Une Perpendiculaire étant négative 
& les deux autres pdfitives : fi la Perpendiculaire ;i BC efi négative ; ce Cas n’eft pas 
fufceptible de fubdivifion, & il efi propre à cette Région; mais fi la Perpendiculaire 
à AC , par exemple, efi négative , ce Cas répond à celui de la Région ABC, dans 

Z 
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lequel les Perpendiculaires à BC fit AC font politives , & la Perpendiculaire à AB 
négative. Enfin, une feule Perpendiculaire étant pofitive: Si la Perpendiculaire à BC 
eft pofitive ; ce Cas répond à celui de la Région ABC dans lequel les trois Perpen- 
diculaires font pofitives ; 8c fi la Perpendiculaire à AC eft feule pofitive ; ce Cas 
répond à celui de la Région ABC , dans lequel la Perpendiculaire à AB eft pofitive , 
les deux autres négatives. Donc, la Région aAa' , ne donne lieu qu'à un feul Cas 
différent de ceux de la Région ABC , favoir , celui où la Perpendiculaire à BC eft 
négative S( les deux autres pofitives. 

Quant à la Région aABb'. Le Cas où les trois Perpendiculaires font pofitives, 
revient au Cas de la Région ABC dans lequel la Perpendiculaire à AB eft négative 
Ct les deux autres pofitives. Qu'une Perpendiculaire foit négative & les deux autres 
pofitives: Si la Perpendiculaire à AB eft négative, ce Cas revient à celui de la 
Région ABC où les trois Perpendiculaires font pofitives : Si la Perpendiculaire à AC 
eft feule négative ; ce Cas revient à celui de la Région ABC , dans lequel la Per- 
pendiculaire à BC eft feule pofitive. Enfin , qu’une Perpendiculaire feulement foit 
pofitive : Si la Perpendiculaire à AB eft feule pofitive ; ce Cas revient à celui de 
la Région *Ad! dans lequel la Perpendiculaire à BC <jft feule négative ; ôt fi la 
Perpendiculaire à AC eft feule pofitive , ce Cas revient à celui de la Région ABC 
où la Perpendiculaire à BC eft feule négative. 

Donc enfin , nous n’avons que quatre Cas difterens à examiner : Que les Perpendicu- 
laires abailfécs fur AB, BC , CA, foient rcfpeûivement défignccs par VA', Y B', YC', 


Régions du Point Y. Signes des Perpendiculaires. 

YA, YB', YC 
ABC •+- -h •+■ 

’ •+■ — — 

a Ad' • • • « • 4 * ■+• —— 

Par C foit menée à AB une Parallèle 5 fur laquelle f< fûr les Droites CA, CB, 
foicnr portées de part 8 ( d'autre du Point C , les Droites ^ » çg 1 re fictive- 
ment égales aux Droites données de grandeur , a , b , c. 

Premier Cas. Région du Point Y : ABC. YA VB ' YC ' 

■+••+• -f- 

Que Y A' rencontre en A' la Droite 

Y A — AC fin. A— Y A". , m 

Donc , a(ACfen.A-YA ) -+• bxYB' H- cxYC 1 = Q. 

Donc , -*-axY A" + b xY B' ■+■ c xYC' = Q — axAC JiiuA, 
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Donc , le Point Z eft le Centre de Gravité de? Points «, fi- y-, 8c le Lieu cherché 
cft parallèle à CZ. 

Remarque. Le Point Z peut fe trouver dans chacune des Régions dans Icfcfuelles 
les Droites »C, MC, yC , partagent le Plan du Triangle ABC -, 8c partant , les 
Points Y peuvent être finies auffi dans toutes ces Régions ; 8c l’Efpace Q cft égal à 
la Somme ou à des Différences des Reôangle9 propofês , luivant que Y cft dans le 
Triangle ABC ou hors de ce Triangle. En particulier, fi Q = axACfin.A ; la 
Ligne CZ elle-même eft le Lieu cherché. 

Le Lieu des Points Y eft indéterminé , fi le Point C eft le Centre commiin de 
Gravité des Points », M, y , ce qui a lieu ( }. h. ) lorfqne les Droites C», C(, C } , 
font cntr’clles comme les Côtés AB , BC , CA , du Triangle propofé -, 8c dans ce 
Cas , l’Efpace Q eft déterminé à être axAC fin. A ; ce qui s'accorde avec le 5- XXIV. 

^Second Cas. Région du Point Y, ABC. ^ ^ 

axYA' 4- bxYB' — cxYC = a(CA fin. A— Y A") -+- bxYB' — cxYC') 

Donc , A- bxVB_ - cxYC = Q-axCAfin.A. fuiyant Q^axCAfiti.A. 

Ou, axY A" — bxYB'-b cxYC = axCAfin.A— Q. 1 x < J 

Partant., le Point Z eft le Centre de Gravité des Points », C, y‘ -, 8 C le Lieu des 
Points Y , parallèle à CZ , eft déterminé. 

Troifùme Cas. Région du Point Y ; ABC. 
axYA— bxYB' — cxYC' = axCAfn.A — (axY A" -+• bxYB' -t- cxYC'). 

Donc , axYA" -b bxYB' -+- cxYC' = axCA fin. A — Q. 

Partant ; Z eft le Centre de Gravité des Points » , M't y j 8c le Lieu des Points Y 
parallèle à CZ eft déterminé. 


Quatrième Cas. Région du Point Y, aAa' : *7* ’ 

. Y A' = Y A " — CA fin. A. 

# Donc, axYA" -b bxYB' — cxYC' = Q axC A fin. A. 

Donc , Z cft le Centre commun de Gravité des Points », C , y’ j 8c le Lieu de. 
Points Y, parallèle à CZ , eft déterminé. 


§. n. Remarque. Je ne m’arrête pas à pourfuivre toutes les Pofitions du Point Z ; 
5c les Pofitions correfpondantes du Point Y dans les Régions dans lelquelles le Plan 
du Triangle eft divifé par fes Côtés 8c leurs Prolongemens ; en tant qu’elles dépendent 
de la grandeur de rdpacc donné , 8c de la Portion du Point Z. L’examen de toutes 
ces^ Pofitions ne peut avoir aucune difficulté que celle de la longneur. Je crois que cet 
exemple tiré du Triangle peut fiiffirc pour montrer comment on doit faire l'énumération 
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de tous les Cas qu’on peut propofer ; diminuer le nombre de ces Cas ; & réduire- 
, le fécond Cas au premier. Savoir ; par un des Points de Seâion des Droites données 
de Pofition , foient menées à toutes les Droites reliantes des Parallèles ; de ce 
Point foient portées de part & d'autre fur toutes les Droites dont il eft le Point de 
Scâion des Droites refpeâivcment égales aux Droites données de grandeur. La Conf- 
truélion eft toujours réduite à chercher le Centre commun de gravité des Extrémités des 
Droites portées ( fur differentes de ces Droites ) ; 8c le Lieu cherché ( s’il eft déter- 
miné ) eft parallèle à la droite qui joint le premier Point avec ce Centre commun de 
gravité. La diftance de ce Lieu à cette dernière Droite j &C fa fituation d’un Côté ou de 
l'autre d'elle, dépendent de la grandeur de l’cfpace donné , & des Portions ôtDiftaia- 
ces mutuelles des Droites données de polition. 

On obtient pour ce fécond Cas un Porifmc entièrement analogue à celui qui eft relatif 
au premier Cas ; favoir. Un nombre quelconque de Droites étant données de polition 
fur un Plan ; 8c un même nombre de Droites étant données de grandeur : On peur 
trouver en même tems une Droite de grandeur , & une Droite de pofition ; telles que,- 
fi d’un Point de ce Plan on abaifle fur les Droites données de pofition des Perpendicu- 
laires ; la fomme de leurs Rcttangles ( en ayant égard à une direâion déterminée des 
Perpendiculaires regardées comme pofitives ) par les Droites données de grandeur, 
foit égale au Redanglc de la Droite trouvée de grandeur, par la diftance du même 
Point à la Droite trouvée de pofition. Et fi la Droite à trouver de grandeur évanouit ; 
la Pofition de la féconde Droite eft indéterminée. 

On peut auffï rechercher le Lieu propofé par des Procédés analogues à ceux qui font 
contenus dans les Paragraphes d St i. Je ne crois pas devoir m’arrêter à les répéter. 

§. o. De tout ce qui précède , on peut tirer pluficurs conféquences ; je me conten- 
terai d’en énoncer quelques-unes. 

i°. Un nombre quelconque de Droites étant données de pofition fur un Plan; Sc 
d’autres Droites en nombre auffi quelconque étant données de pofition fur le même 
Plan. C’cft une Ligne droite qui eft le Lieu ( s’il eft déterminé ) des Points de cdkun- 
defquels abailfant des Perpendiculaires fur toutes ces Droites ; la fomme des Reâan- 
glcs des Perpendiculaires abaitrées fur les premières Droites , par des Droites données 
de grandeur , eft à la fomme des Reétangles des Perpendiculaires abaiffëcs fur les 
Droites reftantes par autant de Droites données de grandeur , dans un Rapport donné. 

i°. Un nombre quelconque de Droites étant données de grandeur 8c de pofition fur 
un Plan, c’eft une Ligne droite qui eft le Lieu des fommets des Triangles ayant ces 
Droites pour bafes, ôt dont la fomme eft donnée. Ce qui eft une généralilàtion de 
la Prop. 37111c. du Livre I. des Elémens d'Euclidc. 

3 «. Um 
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^ j* Un nombre quelconque de Points étant donnés de. pefiüon fur un Plan; Si un 
.nombre quelconque de Droites étant données de pofition fijr le même Plan : c'eft une 
Circonférence de Cercle qui eft le lieu des Points , de chacun defquels menant des 
Droites aux Points donnés , ÔC des Perpendiculaires aux Droites données de pofition.; 
ja fomme des Efpacesqui ont aux Quartés, des . premières Proues des Rapports don- 
nés , foit à la Pomme des Rectangles des Perpendiculaires des Droites données 
de grandeur , dans un Rapport donné. Ce qui eft une gcaéralifotion .des Propofitions 
5 me. 8c 7 me. du Livre II des Lieux Plaos, d’ApOLLONius, 

j. p. On pourroh faite fur les Plans St fur des Droites qui ne font pas dans un 
même Plan , des recherches analogues à celles que je viens de foire fur des Lignes 
fityées dan» un même Plan. En particulier , on trouve que c’eft un Plan qui eft le Lieu 
( s’il efl déterminé ) des Points de chacun defquels abaiflant des Perpendiculaires fur 
îles Plans donnés de pofition, la Pomme de leurs ReâaDgles par des Droites données 
de grandeur, foit donnée de grandeur. Mais comme dans cette Dilfertation je me fuis 
propofè tout particuliérement de parler des Lignes fit Figures lituées fur un même 
Plan ; je me contente d’énoncer cet. objet de recherche. . 

Je vais terminer cette Differtation par quelques obfervations critiques bées avec fon 

® b ' et ’ . . • t . - 

Digrejfîon fur T Ouvrage cT ApolloXWS , intitulé les Lieux Plans. 

• • 

Entre les monument de l’Analylê des anciens Géomètres dont la perte excite les 
regrets de ceux des Mathématiciens moderne» qui Pavent apprécier la marche rigoureufe 
& lumineufe qui caraâérifê les Outrages de» premiers : On diftingue rout particuliérement 
l’Ouvrage d’APOLLONius^. intitulé kr Lieux Plant. Privés de l’original de ce Traité 
iméreflânt, le* Moderne» ont été prefque réduits à en deviner le Plan 8c l’exécution 
d’après les indices imparfoits de Pappus. Le Heu à la Ligne droite qoi foit l’objet de cette 
Dilfertation , ne fe trouve pas en termes exprès parmi les Proposions dont Pappus donne 
les énoncés ; mais on y trouve l’énoncé d’une Propofnion qui’ eft intimement liée avec 
celle que je développe* ifcà laquelle on peut la réduire. Voici le Texté de Pappus-: 
■J *<r/v 07T09aW «ufitîoi S’W’ft é iScuLsu f i&j Izt’ ailràç o-tto r/raç antc-lu 
xxru.%Quo , it «V S iS ouïrait yen riait , f ro vaao S'oQeia ttç xj xatxy/uitrt, 

fur* ru v<Où S'aOeianç jyi) {ripât xarryuùn; , irai Ta varo JoQiîftiç {ripât 
xa/rjyuimç , aàr Mnrâr ô/uoiat , to anpimr axerai 3-tVfi éAouimt tuôdat- 
C’eft-à-dire. Un nombre quelconque de Droites étant données de pofition: D’un même 
Point, foient menées aux Droites données de pofition des Droites fous des Angles don- 

A a 
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nés. Si le Rcâanglc contenu foui une des Droites menées, St une Droite donnée (de 
grandeur), augmenté du Reftangte d’une autre des Droites menées, 8c d’une autre 
Droite donnée , cft égal au Reâangle fait d’une autre Droite menée 8c d’une autre 
Droite donnée , 8c ainii des autres. Ce Point eft i une Droite donnée de pofition. 

Je ne connois que trois Mathématiciens modernes qui aient entrepris de rétablir le* 
Lieux Plans d’ApOLLONU/S -, favoir, Fermât, Schooten 8c R. Simson. 

Le travail de Fermât fait partie de fes Œuvres pofthumes, imprimées à Touloufè 
en 1679 . Cet Auteur ne s’occupe du Lieu traité dans cette Diflcrcation , que confor- 
mément à Ténoncé de Pappus ; il ne le développe que dans le Cas tout particulier d# 
trois Droites données de pofition ; encore le fait-il dans la fuppofition particulière que 
les deux premières Droites données de grandeur font égales entr’elles ; 8C on ne voit 
pas comment on pourrait y réduire le Cas de leur inégalité. Lors même qtte le Procédé 
de ce Mathématicien pourrait être généralité , & appliqué à un nombre quelconque dfe 
Droites données de pofition, 8c à un pareil nombre de Droites données de grandeur, 
il aurait le grand inconvénient de fuppofer le Lieu déjà déterminé pour tous les nom- 
bres de Droites inférieurs au nombre propofê ; de manière qu'on ne peut y découvrir 
aucune çonftru&ion générale. L'Auteur lui-même termine comme il fuit , le dévelop- 
pement du Cas unique qu’il a traité. Bencficiô Conjlrucïionis in duabus Lincis, cxpcdic- 
tur ProbUma in tribus Lincis ; bénéficié Conjlrucïionis in tribus Lincis , cxpcdictur Pro- 
blcma in quatuor Lincis •, bcncficiô Conjlrucïionis in quatuor , cxpcdictur Problcma in 
quinque ; & fimili omninà ac uniformi in infinituni methodô. Le Procédé de 
Fermât ne laiffe point voir la fource de l'indétermination qui peut avoir lieu dans la 
Queftion pxopofée : 8c comme il ne s’occupe que d’un feul cas , (avoir de celui où les 
Points cherchés font en-dedans du Triangle formé par les Droite* données de pofition ; 
oq ne voit pas la liaifon qui règne entre les différentes Pofition* de ces Points , & les 
changemens dans la Pofition du Lieu propofé , correfpondans aux changemens de 
Direâions des Perpendiculaires. • - ■. , ' 

L’Ouvrage de Schooten , intitulé : E xcrcitationum mathe masicarum Libri quinque 
( imprimé à Leydc en 1651 ) , contient dans fon troilième Livre |e morceau intitulé , 
Âpollonii pcrgxi Loca plana rcjlituta. L’Auteur , énonce aufTi d’une manière trop par- 
ticulière la Propofition qui eft liée avec celle qui fait l’objet de cette Diftcrtation. 11 ne 
s’occupe que du Cas où la fomme des Reâangles de deux des Droites menées par 
deux Droites données , eft égale au Reâanglc de la fomme des autres Droites menées 
par une Droite donnée. Son Procédé eft purement algébrique, 8( analogue à celui des 


coordonnées par lefquelles on détermine les Equations dçs Courbes; il eft à la yéritt 

plus général que celui de Fermât , mais il cft bien moins élégant SC moins lumineux 
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8c les termes par lefquels cft exprimé le Rapport des Coordonnées font lî compliques 
8c fi nombreux ( pour peu que foit grand le nombre des Droites données depofition), 
qu’on ne peut efpérer d'en tirer aucune application pratique. L'Auteur ne s'occupe pas 
non plus des Cas indéterminés , 8c de la liaifon qui règne entre les Pofitions différentes 
du Lieu cherché , 8c les changement de Direâions des Perpendiculaires qu'on regarde 
comme pofitives. Au relie , quoique la publication de l'Ouvrage de Schooten foit 
antérieure à celle des Œuvres pofthumes de Fermât.', le travail de ce dernier ell antérieur 
à celui du premier. {Voy.la Lettre de Fermai à Kobcrval , page 1 5 j defes Œuvres ). 

Les Mathématiciens anglois font tout particuliérement ceux qui ont connu le prix 
de la Géométrie des Anciens , 8c qui ont travaillé à réparer les pertes que les Sciences 
ont fouflfertes à cet égard. Les travaux de Hallet fur cette partie des mathématiques 
'font également honneur à la fagacité de ce digne ami de Newton 8( à la profondeur 
de fes cormoi (Tances ; mais ils ne font pas télanfs à l’objet particulier dont je m’oc- 
cupe. Le travail le plus complet fur les Lieux Plans d’Apollonius , cil celui du célèbre 
Mathématicien Robert Simson , Profefieur de Mathématiques à lUniverfité de 
■Glalgow, qui a paru dans cette ville en 1749 , fous le titre ; 1 Ipollonii per gai Loco - 
rumplanorum, LU ri duo. 

Simson dans cet Ouvrage, fuit d’abord l'énoncé de Pappus ; 8c il montre dans 
un Corollaire la liaifon qui règne entre le Lieu que je me fuis propofé comme principal, 
& celui qu’il développe. 

Cet Auteur entre dans de fi grands détails 8( des dillinâtons fi aombreufes , que le 
développement de cette Propofition occupe plus de 50 pages 4 0 . ( 35-91 ). Cependant 
11 ne développe complètement que le Cas de tTois Droites parallèles données de pufi- 
tion ; il ne développe qu’un feul des Cas où trois Droites données de pofition partent 
d’un même Point, fe contentant de dire que les cinq autres Cas fe traitent de la même 
manière. Lorfque les trois Droites données de pofition ne font ni parallèles ni con- 
currentes en un Point; au lieu de montrer, comme je l’ai fait, la Liaifon qui règne entre 
ce Cas 8c celui où les Droites concourent en un Point ( ce qui abrège confidérablement 
l’Analyfe 6c la Conilruâion ) ; il le réduit au Cas de deux Droites données de poGtion, 
auxquelles on doit mener fous des Angles donnés des Droites ayant entr’elles des 
Rapports donnés. Il montre eofuite comment le Cas de quatre Droites fe réduit au Cas 
de trois Droites. 

Si Simson avoit cu^a patience de traiter avec la même prolixité les Cas d’un plas 
grand nombre de Droites données de grandeur 8c de pofition , je doute qu’il eût trouvé 
des Leâeurs qui euflent eu celle de le fuivre dans fes Développement. Sa marche 
a , comme celle de Fermât , le grand inconvénient de procéder fucceflivemcnt d’un 
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nombre donné de Droites, à un nombre immédiatement plus grand d'une Unité j 
enforte que le Développement d’un Exemple quelconque de Droites données fuppofe 
celui de tous les nombres inférieurs de Droites. Les Proposions générales fur lefquelles 
mon Procédé eft appuyé , me paroiffent le rendre non-feulement immédiat pour tout 
nombre de Droites , mais encore incomparablement plus lumineux fit plus fatisfaifant j 
& tout particuliérement il eft long & pénible de tirer du Procédé de Simson le Cas 
indéterminé, qui découle d’une manière fi lîmple de mon Procédé, 8t qui conduit ù 
des Propolîtions fi remarquables fur les Figures rcâilignes & fur le Centre de Gravité. 

Je sic plais- à reconnoitrc que c'cft à l'étude approfondie que j’ai faite des Ouvrages 
■ombreux de ce grand Géomètre, que je fuis principalement redevable des lumières 
( quelles qu'elles fuient ) , que je po&cde dans cette Partie de la Géométrie j St je fuis 
pénétré pour fa mémoire de la plus profonde vénération. Le jugement que j’ofe porter 
fur la forme d’une partie de fes Ouvrages r eft donc bien moins un blâme , qu’une fuite 
des regrets que j’éprouve , en voyant prefquc ignorés dans le Continent ces Ouvrages fi 
dignes d’être connus. Pénétré de l'excellence de la méthode des Anciens, ne s’y cft-il 
point tenu trop ftriûcment attaché j St pour rendre fes travaux plus utiles , n’auroit-il 
point dû condefccndre quelque peu au goût de notre fiècle , en préfentant les objets 
qui en font facilement fufceptiblcs , fous une Forme fymbolique , qui en rend la Traéta- 
tion plus abrégée 8t plus commode , St l’Expreflion plus. intuitive St plus générale. 

J'éclaircirai ma penfee à ce fujet par un feul Exemple rélatif à l’Ouvrage appelé 
par les Anciens , de la Section déterminée. ... j 

Quatre Points étant donnés de pofition fur une Ligne Droite : Trouver fur la même 
Droite un cinquième Point tei qu'il foutienne relativement aux quatre Points donnés 
- des Relations qui fiaient les mêmes à l'égard de deux des. Points donnés, St au/fi les 
mêmes à l'égard des deux autres Points donnés. 

Que les deux premiers Points , qui entrent de la même manière dans la Queftion 
propofée, foient défignés par A St A' ; 8t que les deux autres Points foient délignés 
par B St B' : que le Point cherché fuit déligné par X. 

AA'BB' 

Les Politions des Points donnés reviennent aux trois furvantes AB A' B' 

ABB'A' 

A chacune de ces Politions répondent trois Politions différentes du Point cherché j 
St pariant , les Politions différentes des Points donnés St du Paint cherché , fc 


réduifent aux neuf fuivantes 


0 


X AA'BB' 

XABA'B ‘ 

XABB'A' ' 


> AXA'BB' ; 

AXBA'B' -, 

AXBB'A'. 

il 

AA'XBB' 

ABXA'B' 

ABXB’A' 
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, • S'il avoit fallu faire par le langage ordinaire ( dont on fent fouvcnt l’imperfe ftion , 
^uand on s'ocaipe d’objets généraux 8C abftraits ) l'énumération complctte de ces 
neuf Cas, on voit combien elle eût été plus longue 8c moins lumineufe qu’elle né 
le devient en employant le Tableau fymbolique qui la met immédiatement fous les 
yeux. Ainfi., la première pofition XAA'HB'^ , devrait s’exprimer comme il fuit en 
tangage brdinaire: Les deux premiers Points donnes font adjaccns l’un à l'autre; les 
deux derniers Points donnés font auflî adjacens l’un à l’autre; 8c deux Points donnés 
d’une même cfpcce font fitués entre le Point cherché 8t les deux autres Points donnés. 
La différence de la longueur de cette Defcription verbale, 8c du Tableau fymboli- 
que qui lui correfpond , eft d’autant plus frappante , que le nombre des cfpèces diffé- 
rentes des objets dont on eft appelé à s’occuper eft plus grand. 

••• •«*»'*« • • - ; u ' . , • 

Digrejjion fur les Porifmes. (Voyez les $$j. g. & n. ) 

Les Porifmes font un genre de Propofitions fur lefquclles Euclide ( au rapport 
de Pappus ) avoit écrit trais Livres, qui ont été perdus, ainfi que tant d’autres 
monumens de la Géométrie 8c de l’Analyfc des Anciens. Quelques modernes 
( Fermât 8c Bovillavd, par exemple), avoient fait des efforts pour deviner la 
nature do ces Propofitions,' mais avec peu de fuccès. Robert Simson a été plus 
hëureux; & il a compofé un beau Traité des Porifmes , qui fait partie de la Col- 
letftion de fes Œuvres pofthumes , dont nous devons la publication à la généralité de 
fcu Milord Comte Stanhoppe , & à fon zèle pour les progrès d’une fciencc qu’il 
avoir lui-même approfondie. Avant Simson , nous n’avions pas même une Définition 
de tê genre de Propofitions. J'avoue qu’il eft difficile de comprendre celle que ce 
Géomètre en donne , avant d’en avoir vu quelque Exemple ; mais auflî , un feul 
d’entr’eux bien choifi fuffit pour l'éclaircir. 

Exemple. Soit un Cercle 8c une Droite donnés de pofition. On peut trouver un 
Point tel; que, menant de ce Point une Droite quelconque terminée d’une paft à 
h Droite donnée de pofition, 8c de l'autre part à la Circonférence du Cercle; le 
Rcâangle des Parties de cette Droite , comprifcs, l’une entre ce Point 8c la Droite, 
8c l’autre entre le même Point 8c la Circonférence , foit d’une grandeur confiante. 
Dans cette Propofition il y a deux objets inconnus ; l’un la Pofition du Point , 8c 
l’autre la grandeur du Reélangte des Parties des Droites menées. Mais ces deux objets 
inconnus font tellement liés l’un avec l’autre , que l’un d’eux ne peut être déterminé fans 
que l’autre ne le foit auflî. Savoir , le Point à trouver eft une des Extrémités du Diamètre 
perpendiculaire à la Droite donnée de pofition ; 8c le Rettangle qui lui correfpond eft 
celui du Diamètre par la Diftance de cette Extrémité à la Droite donnée de pofition. 

Bb 
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Par cet Exemple ôn comprendra la Définition que dorine Simson de ce genre de 
Propofitions. Porifma ejl Propnfitio in qua proponitur dcmanflrarc rtm aliquam vel 
plures datas ejje , eut vel quibus ut ù cuilibetex rebus innu meris , non quidem datés, 
fed qua ad ta qua data funt eandem habent relationem ; convenue ofiendendun ejl 
affeclionem quandam commune m in Propofitione deferiptam. 

Dans l'Exemple precedent : L’Objet principal inconnu eft la pofition du Point 
( qui fe trouve être une des Extrémités du Diamètre ). Les Objets qui ont une même 
Relation à ce Point , font les fegmens des Droites menées par ce Point, comprit 
entre Lui, la Droite 8c la Circonférence. La propriété commune appartenante à cet 
fegmens eft la confiance de leur Keâangle. Et la grandeur de ce Reâangle , 8t la 
Pofition du Point cherché, font tellement liées l’une avec l’autre qu’elles £e déter- 
minent mutuellement. Au relie , on peut à volonté énoncer un Porifme comme 
Problème ou comme Théorème. 

Je vais appliquer cet cclaircifTcmcntau Porifme auquel j'ai été conduit par le 
fujet de ce Mémoire. Une Figure étant donnée de grandeur 8c d'efpècc ; 8c des 
Droites en nombre égal à celui de fes Côtés ( 8t qui ne font pas toutes dans les 
Rapports de fes Côtés) étant données de grandeur. On peut trouver une Droite de 
pofition, une Droite de grandeur, 8c un Efpace auiïi de grandeur-, tels, que, fi 
d’un Point quelconque on abaille des Perpendiculaires fur les Côtes de la Figure; la 
fomme ( prife dans le fens général ) des Reâangles de ces Perpendiculaires par les 
Droites données de grandeur diffère de l'Efpace à trouver, du Reâangle de la 
Perpendiculaire abaiflee fur la Droite à déterminer de pofition, par la Droite à 
déterminer de grandeur. Les Quantités inconnues, mais déterminables les unes par 
les autres 8c par les Quantités connues, font, la Pofition d'une Droite, la Grandeur 
d'un Efpace , 8c la Grandeur d'une autre Droite. Les Quantités qui ont une Relation 
confiante à deux de ces Quantités inconnues font, les Reâangles des Perpendicu- 
laires abailTées fur la Droite à déterminer de pofition par la Droite à déterminer do 
grandeur; Scia propriété commune à ces Reâangles, cft leur différence confiante 
8c déterminée , à la fomme des Reâangles des Perpendiculaires abaifiees des même* 
Points fur les Côtés de la Figure, par les Droites données de grandeur. 

... , ‘ • • ' 
Obfervaùon fur la Loi de Continuité. 

( Voye* les $$. b. 8c r. ) m. 

• , -, • t ii ... r i ;rri ! -i"j 

La Loi de Continuité eft un des Principes favoris d'un, grand nombre de Méta- 
phyliciens , de Naturaliftes , de Phyfiçicns 8C de Mathématiciens appuyé plutôt 
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fur une Analogie pouffée trop loin que fur des Raifonncmers rigoureux ( • ). Je 
m'abftiens de toute Digreflion fur les trois premiers chefs ; 8t m’en tenant aux Ma- 
thématiques pures , je crois voir dans l'Objet de ce Mémoire un Exemple remar- 
quable à un double égard , d'une Exception à ce Principe. 

Soient comme dans le {. e. un nombre quelconque de Droites SA, SB, SC, — SM, SN, 
menées par un même Point, données de grandeur & de pofition fur un Plan. Soit 
cherché le Lieu des Points Z de chacun defquels abaidant des Perpendiculaires fur 
ces Droites, la fomme de leurs Reétangles par les Droites données de grandeur 

SA, SB, SC, SM, SN , fort d'une grandeur confiante. Tant que le Point S 

n'eft pas le Centre commun de Gravité des Points A, B , C , M , N ; le 

Lieu des Points cherchés eft déterminé 8c unique ; & l’Efpace donné n'cft fufeep- 
tible d'aucune Limite foit en grandeur foit en petitelTe. Or , par des changemens 
audi nuancés qu'on le veut dans la grandeur 8( la pofition des premières Droites, on 
peut produire des changemens correfpondans dans la pofition du Centre de Gravité Z 
rélativement au Point S-, 8t tant que ces changemens ne tendent pas à confondre 
ce Centre de Gravité avec le Point S, le Lieu des Points cherchés demeure unique, 
8c déterminé par l’Efpace donné de grandeur. Mais au moment où le Centre de 
Gravité Z s’eft approché du Point S ( par des nuances audi imperceptibles qu'on 
le veut ) , jufqu’à fe confondre avec lui; il fe fait un double faut, qui me paroît 
violer complètement le Principe de la Loi de Continuité. D’une part , les Points S Si Z 
étant diflèrens, le Lieu des Points Z eft limite à être une Droite unique , déterminée, 
foit par la Pofition des Points donnés dont Z eft le Centre de Gravité , foit par la 
grandeur de l'Efpace donné; au lieu que les Points S Si Z venant à coïncider, le 
Lieu des Points Y eft entièrement indéterminé , & tous les Points du Plan fur lequel 
font les Droites données jouiffent de la même propriété. De l'autre part, dans le pre- 
mier Cas, l’Efpace propofé n’eft fufceptible d’aucune Limite foit en grandeur foit en 
petitefTe; dans le fécond Cas, il eft déterminé à évanouir, ou ne peut avoir qu’une 
feule valeur ( fi on peut appeler ainfi le zéro ). Il y a donc un double partage fubit ; 
l'un dii fini à l'infini, 8c l'autre de l'infini au fini ; paflage qui ne fuit pas la marche 
nuancée de fa Caufe , favoir, la Diminution nuancée de la Diftance du Point S Si du 

( * ) Je dois mes premiers doutes fur l'univerfalité de ce Principe, à M. I.E S*OC ( mon Parent Si 
mon Guide privé dans mes Etudes philofophîques ). Non-feulement il m’eo développa pluûeurs 
Exceptions dans la Phyfique 8t l'Hiftoire naturelle, mais encore il me mit en garde contre les 
Applications dans les Mathématiques pares, comme étant fufeeptibles d’abus. Ce n’eft pas ici le lien 
de développer ces Exceptions Stabus ; il l’a fait lui-même en abrégé aux deux premiers égards dans fon 
Hjjiii de Chymit méchani<]uc , couronné par l’Académie de Rouen, & dans les Opufidi Salti de 
Milan, année 1784. 
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Centré de Gravité des Extrémités des Droites données de grandeur & de pofhiort. 
Et la même Difficulté s'applique au Cas où les Droites données de politioh ne par- 
tent pas d’un même Point; avec la différence que la Grandeur de la fomme des 
Rcâangles eft déterminée à être une Quantité finie ( J. m. ) , au lieu d’être déter- 
minée à évanouir. 

• i . ... i . 

Remarque , rélative à PAJfertion d'un grand nombre de Mathématiciens: 
Que le Produit de Zéro par T Infini efl une Quantité finie ; & à P Egalité 
■ des Produits ( encore ainfi nommés ) dont Zéro efl un des Termes. 

Tout étant pofè comme dans l'Obfervation précédente : La fomme des Rec- 
tangles des Perpendiculaires abaifTées d’un Point Y fur les Droites données de pofition 
par les Droites données de grandeur, efl proportionnelle au Reâangle de la Droite 52 
par la Difiancc de ce Point à 52. Partant ; la Droite SZ refiant la même , la fomme 
des Rcâangles croit avec la Difiance du Point Y à SZ , 8 t cette fomme n’a aucune 
Limite en grandeur. Mais fi le Point Z fe meut fur la Droite SZ vers le Point 5, 
jufqu'à fé confondre avec lui , à quelque difiancc que le Point Y foit pris de la Direâion 
qu'avoit SZ avant quelle fût évanouie ; la Grandeur de cette fomme refte la même , 
favoir zéro. Donc, en particulier ( en employant le langage familier aux Partions de 
l’Infini), cette Difiance étant devenue infinie, l’ExprefiioH o x œ demeure zéro; 
tandis que ( fuivant le même langage ) on affirme que ce dernier Produit efi une 
Quantité finie ( Voye{ entr autres mon Expofition déjà mentionnée , Chapitre XI , 
page 157 £r fuivantes )._ , ............ •, ,• . .. 

V La fomme des Rcâangles étant proportionnelle au Reâangle de SZ par la Dif- 
. tance du Point Y à 52 ; en particulier > fi le Point Y efi pris fur 52, cette fomme 

efi proportionnelle au Reâangle ( ainfi nommé ) de 52 par zéro. Mais cette fomme 
cft un feul 8 c même zéro , puifqu’elle cft la Différence de deux fommes égales ( par 
la Propriété principale du ÇcQtrc de Gravité); donc, la Grandeur du Produit évanoui 
de 52 par zéro , ne dépend point de la grandeur de 52 ; donc , tous les Produits 
évanouis dont zéro efi un des Termes font un feul 8 c même , quel que foit l’autre 
Terme. En particulier; que 52 fans changer de Direâion, diminue fucceffivement 
jufqu’à évanouir , le Produit de zéro par zéro demeure un feul 8 c même zéro ; 8 c 
n’indique pas, comme l’affirment les Partifans des infiniment petits, un infiniment 
petit du fécond ordre. Ou bien , s’il étoit poffible que 52 devint infinie , le Point Y 
♦ étant toujours pris fur 52 ; le Produit o x a» demeurera zéro. .• • » • 

Fin de l’Appendice. 

AVIS. 
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A V I .S. 

Le Traité fuivant d’IsopÉRiMÉTRiE élémentaire eft l’Abrégé d’un Ouvrage 
plus étendu fur le même Sujet, publié à Varfovie en 1784 fous le Titre De Relatione 
mutua Capacitatis & Terminorum Figurarum, Grc. Mon principal but dans la compofition 
de cet Ouvrage , étoit de fupplécr fur ce Point aux Cours ordinaires d’Elémens de 
Géométrie ; & de déterminer dans chacune des ClalTes de Figures qu’on y traite , 
celle qui jouît du Minimum de Contour avec la même Capacité , 8c réciproquement 
du Maximum de Capacité avec le même Contour. Mais à ce but principal fe joignit 
un but fecondaire. Je voulois montrer la facilite avec laquelle les Procédés élémen- 
taires peuvent s’appliquer à la découverte St à la démonftration de pluficurs Proportions 
qu’on a coutume de traiter par les Calculs fupéricurs. F.n confcquence , aux Propo- 
rtions qui condiment le Traité élémentaire d’Ifopérimétrie proprement dit, je joignis 
un grand nombre de Remarques 8t de Propofitions , dont quelques-unes font liées avec 
les premières , St dont le plus grand nombre font ifolées. Il eft arrivé de là , que les 
Propofitions qui compofent par leur enchaînement un Corps de Doélrine , n’ont fait 
qu’une partie très petite de cet Ouvrage, 8t qu'elles ont été féparées par des Remarques 
St des Propofitions incidentes j que j’ai eu à la vérité l’attention de détacher des 
premières fous des Titres bien diftinfts , mais qui ont confidérablemcnt augmenté le 
volume. La langue dans laquelle cet Ouvrage eft écrit ( fi négligée chez nous St 
chez nos voifins ) , St l’éloignement du pays où il a été publié , peuvent avoir nui 
à fa publicité. Cependant la dépendance mutuelle du Contour 8t des Grandeurs des 
Figures dont la contemplation eft du refTort de la Géométrie élémentaire , me paroît 
être une partie clfenticlle d’un Cours d’Elémens ; St mériter d’être développée autant , 
au moins, que quelques-unes des propriétés de l’Etendue, qui font unanimément 
reconnues comme appartenantes à un pareil Cours. Je me fuis donc tout particuliérement 
attaché à ne faire entrer dans cet Abrégé que les Propofitions dont l’aflemblage forme 
un Corps de Doélrine •, de manière que leur enchaînement ne fût point interrompu j 
& je ne me fuis permis qu’un très-petit nombre de remarques néccffaires pour éclaircir 
les Propofitions principales. 

L’Introduâion à l’Ouvrage déjà cité contient des Détails hiftoriques & des Remarques 
critiques , que mon Plan de brièveté m’engage à fupprimer. Je réveillerai feulement 
l’attention de mes Lcéteurs , fur la propriété dont jouïlfent un grand nombre de 

Ce 
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Figures d'avoir leurs Contours proportionnels à leurs Capacités. Cette propriété fert 
de bafe aux Propofitions les plus intérclfantes d'Ifopérimétrie élémentaire, en tant qu'elle 
appartient aux Figures planes circonfcrites à un même Cercle ( §. 1 4), aux Prifmes circont 
crits à un même Cylindre droit ( §. *7 ) , aux Pyramides circonfcrites à un même Cône 
droit ( §. 38 ) , Si aux Solides circonfcrits à une même Sphère ( §. 39 ). C’eft encore à 
M. Le Sage ( mon Parent 8c mon Guide dans mes F.tudes philofophiques ) , que je 
dois mes premières connoiflances fur cette matière intércflantc. Scs méditations fur 
les Points les plus importans de la Phyfique générale l’avoient amené à s’occuper de 
cet objet , avant qu’il connût ( ÔC qu’il m’eût fait enfuite connoître ) la Dilfertation 
de Zakotti qui fe trouve dans les Mémoires de l’Académie de Paris pour 1748; 
êc il s’en étoit occupé d’une manière plus étendue que ce dernier Mathématicien, 
en déterminant plulieurs Figures planes & folides , non-circonfcriptibles au Cercle 
& à la Sphère , qui jouïlTent de la même propriété. Je réfous auflî dans ledit Ouvrage 
le. Problème général fuivant : Une Figure ( fupcrficiclle ou folide ) étant donnée de 
grandeur 8c d'efpèce ; Si une autre Figure ( auflî fuperficielle ou folide ) étant donnée 
d'cfpèce feulement ; on peut déterminer la grandeur de cette dernière , de manière 
que leurs Capacités fuient entr'cllcs comme leurs Contours. 

Quoique cet Opufculc ne foit qu’un Abrégé, il contient cependant quelques chan- 
gemens eflcnticls. La généralité de la première Propofition , la rend appliquable en 
même tems aux Figures planes 8c aux Figures folides. J’ai réuni fous un fcul Chapitre 
les Parallclipipèdcs Si les Prifmes. Je n’ai pas eu befoin de traiter féparément les 
Pyramides triangulaires; Si par-là le Chapitre troifième ( celui qui m’a coûté le plus 
de travail , Si qui me paroît le plus remarquable ) fe trouve conlidérablcment abrégé. 

Peut-être cft-il fuperflu de faire remarquer la liaifon qui règne entre les deux 
Opufcules que je publie en même tems. Dans le premier , je me propofois tout 
particuliérement d’eftimer les furfaces des Figures dans les Quantités ( Lignes Si Angles ) 
qui conflitucnt leurs Contours; dans celui-ci, je détermine la Limite des premières, 
en tant quelle dépend des dernières. Mais l’objet de ce fécond Opufcule devient plus 
vafle que celui du premier ; Si il s'étend aux Solides , tandis que , dans le premier, je 
me fuis borné aux Figures planes. * 
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ABRÉGÉ 

D’ISOPÉRIMÉTRIE 

ÉLÉMENTAIRE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Des Figures planes. 

$. i.Lemme. Soient deux Triangles rectangles dont on connoît une Jambe de 
l'Angle droit de chacun d’eux : On connoît aufji la Somme -des Rectangles des deux 
autres Jambes par des Droites données de grandeur. J'aJJirme , que la Somme des 
Rectangles des Hypothénufes par les mimes Droites ejl la plus petite lorfque ces deux 
Triangles font femblables. 

Soient ABX, A'B'X ', deux Triangles RcéJangles, dont on connoît les Jambes A B, AB', Fig. I. 
des Angles droits ; foit donnée la Somme des Reétangles des autres Jambes BX, B'X' f 
par des Droites données L 8c L\ J’affirme ; que la Somme des Rcétangles des Hy- 
pothénufes AX 8c A'X 1 par les mêmes Droites L 8c L' eft la plus petite lorfque les 
Triangles ABX , A'B'X', font femblables. 

Que la Somme donnée des Rcétangles , LxBX 8c L'xB X', foit égale au Rec- 
tangle de la Droite L' par une Droite B B ' qui fera donnée de grandeur, l’uifque 
LxBX -+- L'xB'X'= L'xB' B" j ôtant de part 8c d’autre le Reétangle 1/xBX' ; on 
obtient LxBX = L'xB"X' ; donc , L : L'— B "X': BX. Soit changé le Rapport 
donné de L' à L dans le Rapport de AB , à une Droite qui fera donnée de grandeur j 
8c foit B" A" perpendiculaire à B' B" égale à cette Droite. Soit menée A"X'. Puifque 
L : L'= B" A" : AB ; 8c L : L'= B' X ': BX ; on a auffi , B" A": AB=B"X BX. Donc, 
les Triangles ABX, A"B''X’, font femblables; donc , AX : A"X = AB : A"B"z= L': L. 

Donc , AXxL = A'X'xL'. Donc, AXxL -4- A X x L'= A'X'xL '-+- A'X'xL'= 

L 1 i A'X'+A"X‘). Donc, la Sômmc des Rectangles AXxL 8c A'X'xL', efl propor- 
tionnelle à la Somme des Droites A'X' 8c A'X' ; donc , la Somme de ces Rectangles 
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eft la plus petite , torique la Somme des Droites A'X' 8c A'X' eff la plirs petite 1 ; 
c’eft-àdirc, lorfque les trois Points A', X', A", font en ligne droite. Alors, le» 
Triangles A’B'X', A"B"X', font femblablcs ; mais les Triangles A MX , A"B"X\ 
font toujours femblablcs ; donc, dans le cas du minimum , les Triangles ABX, A'B'X', 
font femblablcs. 

§. 2. En particulier , la Somme fimpte des Droites BX , B'X’, étant donnée ; 
la Somme des Hypothénufes AX , A'X 1 , eft la plus petite , lorfque les Triangles 
ABX, A'B'X 1 , font femblables. Ou bien, de tous Us Triangles de mime Bafe ; 
dont Us Sommets font fur une même Droite donnée de pojition ; celui dont U Contour 
ejl U plus petit, ejl tel, que fes Côtés font également inclinés à cette Droit t. 

Ce Cas particulier ( développé dans plufieurs Traites d'Optique 8c de Méchanique ), 
fc démontre plus brièvement que la Proportion plus générale à laquelle il apparient. 
Mais comme j’aurai belbin dans la fuite de cette dernière , j’ai cru devoir débuter 
par elle. 

§. 3. Corollaire premier. De tous lesTriangles de même Bafe & de même Hauteur , 
ou de tous les Triangles égaux & de meme Bafe , le Triangle ifofeele a le Contour fit 
plus petit. 

5.4. Corollaire fécond. De fous 1 er Triangles de même Surface, celai quia le 
Contour le plus petit ejl équilatéral. En effet , le Triangle du plus petit Contour 
avec la même Surface doit être ifofeele, quel que foittelui de fes Côtés qu'on regarde 
comme fa Bafe. Donc , dans le Triangle du plus petit Contour , tous les Côtés font 
égaux deux à deux ; donc , ils font tous égaux entr’eux. Donc enfin , de tous les 
Triangles égaux , celui qui a le Contour le plus petit eft équilatéral. 

J. 5. Corollaire troiftime. On conclut , par un raifonnement femblable ; que , 
de toutes Us Figures données de grandeur & d’un nombre donné de Côtés , celle qui a 
U Contour U plus petit a tous fes Cotés égaux. Savoir, tant que deux Côtes adjacens 
ne font pas égaux , menant la Diagonale qui retranche ces deux Côtés , on peut 
obtenir une Figure égale à elle , qui n’en diffère que par l’Egalité des Côtés du 
Triangle retranché par cette Diagonale, 8c qui par conféquent a un Contour plus petit. 

Remarque , rélative aux §$. 4 8c 5. Quand un Triangle donné de grandeur a tous 
fes Côtés égaux ; il eff déterminé. Mais on peut faire, autant qu’on veut, de 
Figures égales ayant un nombre donné de Côtés égaux. On peut donc conclure 
qu’un Triangle équilatéral a un Contour plus petit qu’aucun autre Triangle de même 
Surface ; mais , pour les Figures d’un plus grand nombre de Côtés , on obtient feulement 
à cet égard une propriété caraftcriÜique de la Figuré du plus petit Contour , infuf- 
fifante pour la déterminer. 

$. 6 . 


Digitized by Google 


C lof ) 

5- (>. Pour illuftrer la Propofiti'on du §. 4 , je crois devoir y joindre les Eclaircif- 
fomcns fuivans. Quand on a un Triangle ifofcèlc ( dont la Bafe n’eft pas égale à fes 
Jambes ) ; en prenant pour Bafe une des Jambes de ce Triangle , on peut fiyre un 
autre Triangle ifofcèle égal à lui , mais d'un Contour plus petit. Puis , fi la Bafe 8 c 
les Jambes de ce fécond Triangle ifofcèle ne font pas égales cntr’ellcs , on fera un 
troifième Triangle ifofcèle égal à lui, mais d’un Contour plus petit ; Sc ainfi de fuite. 
J'affirme , que les Triangles fucceffifs qu’on obtient approchent toujours davantage 
d'être équilatéraux. 

Et d’abord, il fuffit de s’occuper des Triangles ifofcèles dont l'Angle au Sommet 
eft aigu. En effet, fi deux Triangles ont deux Angles fupplémcns l’un de l’autre; 
& fi les Jambes de ces Angles dans les deux Triangles font refpeâivement égales ; ce» 
Triangles font égaux entr’eux. Or, le Côté reftant eft plus petit dans le Triangle 
quia l’Angle oppofé aigu. Donc, dans la recherche du Triangle du plus petit Contour, 
il fuffit de s’occuper des Triangles ifofcèles dont l’Angle au Sommet eft aigu. 

Cela pofé. Soit ABC un Triangle ifofcèle dont l’Angle au Sommet C eft aigu , 8 c 
dont la Bafe AB n’eft pas égale aux Jambes AC , BC. Par A foit menée à BC une 
Parallèle ; St foit BDC un Triangle ifofcèle égal à ABC 8 t ayant BC pour Bafe. 
J’affirme , que la Différence de la Bafe St d’une Jambe du Triangle BDC eft plus petite 
que la Différence de la Bafe St d’une Jambe du Triangle ABC. 

Premier Cas. La Bafe AB eft plus petite qu’une Jambe AC. 

Dans le Triangle CAD, l’Angle en D eft obtus ( comme fupplément d’un Angle 
h la Bafe du Triangle ifofcèle BCD ) ; donc, AC ou BC > CD. Mais dans le Triangle 
ABD, l’Angle en A eft obtus (comme fupplément d’un Angle à la Bafe du Triangle 
ifofcèle ABC ; donc , BD > AB. Donc , BC — BD <BC — AB. 

Second Cas. La Bafe AB eft plus grande qu’une Jambe AC. 

Dans le Triangle CAD, l’Angle en A eft obtus (comme fupplément de l’Angle 
aigu ACB ). Donc , CD > AC ou BC. Mais , dans le Triangle BAD , l’Angle en D 
eft obtus ( comme fupplément d’un Angle à la Bafe du Triangle ifofcèle BCD ). 
Donc , AB > BD. Donc , AB— BC> BD — BC. 

On voit donc ; que dans les opérations fucceffives qu’on doit faire pour diminuer 
le Contour d’un Triangle ifofcèle donné de grandeur, en prenant pour Bafe de l'un 
une Jambe du Triangle précédent ; on paffe alternativement des Triangles dont la 
Bafe eft plus grande ou plus petite que les Jambes , à ceux dont la Bafe eft plus 
petite ou plus grande qu’elles ; mais que la Différence de la Bafe 8 c d’una Jambe va 
toujours en diminuant, de manière qu’il n’yaaucune Limite à cette diminution tant 
qu’il y a une Inégalité. 

Dd 


Fig. II. 
1°. 8c 2 °. 


1 °. 


1 °. 
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§. 7. Théorème. De tous les Triangles de même Bafe fir de mime Contour , le 
Triangle ifofcèle a la plus grande Surface. 

III. Soient ABC , AB D, deux Triangles de même Bafe AB, & de même Contour f 
dont $ün ABC eft ifofcèle , 8t l’autre ABD ne l’cft pas. J'affirme , que le Triangle 
ABC a une Surface ( ou une Hauteur ) plus grande que la Surface (ou la Hauteur ) 
du Triangle ABD. 

Soit CE perpendiculaire à AB. Que la Parallèle à AB menée par D , rencontre 
CE en C ; 8c foient menées AC, BC'. Il faut prouver que CE eft plus grande que C'E. 

Démonfratiop. Les Triangles AC'B, ADB, ont même Bafe 8{ même Hauteur; 

& le Triangle AC'B eft ifofcèle, tandis que ADB ne l'eft pas ; donc, le Triangle AC'B 
a un Contour plus petit que le Triangle ADB ( §• 3. ) ou ACB ; donc , AC' < AC ; * 
donc, dans les Triangles reüangles AEC , AEC', EC'<EC. 

Remarque. On démontre par un Procédé femblable ; que , de tous les Triangles 
de même Hauteur & dont la Somme des deux Jambes ejl la mime ; celui qui ejl ifofcèle 
a la plus grande Bafe. 

§. 8. Corollaires. De toutes les Figures ifopérimitres dont le nombre des Côtés ejl 
donné ; celle qui ejl la plus grande a tous fes Côtés égaux. Et en particulier , de 
tous les Triangles ifopérimitres , celui qui a la plus grande Surface ejl équilatéral. 

En elTet , tant que deux Côtés adjacens ne font pas égaux , on peut augmenter la 
Surface fans changer le Contour. 

Scholie. Je pourrois donner une Démonftration immédiate de la propriété du 
Triangle équilatéral d’avoir la plus grande Surface avec le même Contour ; Sc en 
déduire l’inverfc du plus petit Contour avec la 'même Surface. Mais elle auroit 
l’inconvénient de partir d’une Propofition fur les Solides ( aifee à démontrer ; voyez 
Relatio , &c. §.91) pour en déduire une Propriété des Figures planes. Je me 
contenterai donc d’en ébaucher la marche. Il eft connu : Que la Surface d’un 
Triangle dont le Contour eft donné , eft en raifon fous-doublce du Parallélépipède 
rcftanglc dont les Arrêtes font les Excès du demi-Contour fur chacun des Côtés du 
Triangle. La Somme de ces Excès eft donnée ; favoir, le demi-Contour lui-même. 

Et le plus grand des Parallélépipèdes rcûangles dont la Somme des Arrêtes eft donnée, 
eft le Cube; favoir, celui dont les Arrêtes font égales. Donc, de tous les Triangles 
de même Contour, le plus grand tft celui qui eft tel , que les Excès du demi-Contour 
fur chacun de fes Côtés font égaux entt’eux ; c’eft à- dire , celui dont les trois Côtés 
font égaux. 

Après avoir trouvé une Propriété diftinftive de la Figure du plus petit Contour 
avec la même Surface ; & réciproquement de la plus grande Surface avec le même 
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Contour , rélative à fes Côtes ; favoir , leur Egalité. Je parte à une Propriété de cette 
Figure relative à les Angles. 

§. 9. Lemme premier. De tous les Triangles dont deux Cités font donnés de grandeur, 
le plus grand ejl celui dans lequel cet deux Côtés font perpendiculaires l'un à l’autre. 

F.n effet. Prenant pour Bafe un des Côtés donnés ; la Surface elt proportionnelle 
à la Perpendiculaire abaiffee fur ce Côté , depuis l'Extrémité oppofée de l'autre Côté 
donné. Donc, la Surface eft la plus grande lorfque cette Perpendiculaire eft la plus 
grande ■, c’eft-à-dire, lorlqu’elle eft égale au fécond des Côtés donnés ; c'cft à-dite 
enfin , lorfque les Côtés donnés font perpendiculaires l’un à l’autre. 

Ou bien } la Surface d’tmTrianglc dont deux Côtés font donnés, eft proportionnelle 
au Sinus de l’Angle formé par ces Côtés. Donc elle eft la plus grande , lorfque le 
Sinus de cet Angle eft le plus grand ; c’eft-à-dire , lorfque cet Angle eft droit. 

§. 10. Lemme fécond. De toutes les Figures dont on connaît tous les Côtés excepté 
un , la plus grande ejl celle qui ejl infcriptible à -un demi-Cercle dont le Côté non- 
donné ejl le Diamètre. 

En effet. Tant que la Figure faite avec les Côtés donnés 8c le Côté ignoré n’cft pas 
infcriptible à un demi-Cercle dont ce dernier eft le Diamètre ; c’cft-à dire, tant 
que l’un quelconque des Angles formés par les Droites menées des Extrémités du 
Côté inconnu à un des Sommets de la Figure , n’eft pas droit ; on peut faire une 
Figure plus grande qu’elle, dans laquelle cet Angle foit droit, St qui n’en diffère 
qu'à cet égard. Donc , tant que tous les Angles formés par les Droites menées des 
Sommets de la Figure aux Extrémités du Côté inconnu , ne font pas droits , cette 
Figure n’eft pas la plus grande. 

§. 11. Théorème. De toutes les Figures faites avec des Côtés donnés de grandeur ; 
celle qui ejl infcriptible à un Cercle ejl la plus grande. 

Que l’Hexagone ABCDEF repréfente une Figure quelconque infcriptible au Cercle - , Fig. IT, 
& que la Figure abedef faite avec les mêmes Côtés difpofés dans le même ordre , 
ne foit pas infcriptible au Cercle. J’affirme •, que l’Hexagone ABCDEF eft plus 
grand que l’Hexagone abedef. 

Conjlruclion. Soit mené un Diamètre quelconque AG -, & foient menées les Droites 
GC , GD , aux Sommets C 8c D les plus voifins de fon Extrémité G. Sur le Côté cd, 
correfpondant à CD , foit conftruit le Triangle cgd , dont les Côtés cg, dg, foient 
refpcftivement égaux aux -Côtés CG, DG. Soit menée ag. 

Démonjlration. Des deux Figures, abcg, gdcfa ; l’une au moins n’eft pas infcriptible 
au demi-Cercle dont a g eft le Diamètre. Donc ( §. 10 ) ; l’une au moins de ces 
deux Figures eft plus petite que la Partie corrclpondante de la Figure ABCGDEF. 
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Donc , la Figure ABCGD EF eft plus grande que la Figure abegdef. Mais les Trianglts 
CGD, cgd, peuvent convenir; 8c en particulier ils font* égaux. Donc, la Figure 
ABCDF.F cil plus grande que la Figure abedef. 

Remarque. Si une Figure inferite à un Cercle a tous fes Côtés donnés, la grandeur 
de cette Figure ne dépend pas de la difpolition de fes Côtés. En effet , les Triangles 
ayant ces Côtés pour Bafes , & ayant pour Sommet commun le Centre du Cercle , 
font déterminés chacun par ces Côtés 8c le Rayon ; donc , la grandeur de leur 
Aifemblage ne dépend pas de leur Difpofition. Et il eft évident qu’il y a un feul 
Cercle auquel on peut inferire une Figure dont tous les Côtés font donnés. En effet ; 
s’il y avoit deux Cercles auxquels on pût inferire des Figures faites avec les memes 
Côtés ; les Angles au Centre formés par les Rayons menés aux Extrémités de ces 
Côtés /croient tous plus grands dans l’une de ces deux Figures que dans l’autre ; 
donc , les Sommes de ces Angles ne feroient pas confiantes. Ce qui eft abfurde. 

Donc enfin ; la Surface du plus grand Polygone fait avec des Colis donnés de 
grandeur demeure la même , quelle que foit la Difpofition de ces Côtes > 

§• 12 . Lemme. Si une Figure inferite à un Cercle a tous fes Côtés égaux ; tous- 
fes Angles font auffi égaux, ou elle ejl régulière . 

En effet. Les Triangles ifofcèles ayant leur Sommet commun au Centre du Cercle, 
8c ayant pour Bafes les Côtés de la Figure , peuvent tous convenir ; donc, en parti- 
culier, les Angles fur les Bafes de ccsTriangles font tous égaux entr’eux. Mais chaque 
Angle de la Figure eft la Somme de deux de ces Angles. Donc , tous les Angles de 
cette Figure font égaux entr’eux ; donc , cette Figure eft régulière. 

$. i }. Théorème. De toutes les Figures d'un mime nombre de Côtés Ù de même 
Contour , la plus grande efl régulière. 

En effet. La Figure la plus grande faite avec ces conditions a tous fes Côtés égaux 
( J. 8. ) : mais on donne la Somme Si le nombre de fes Côtés ; donc , chacun d’eux 
eft donné ; donc ( §. 1 1 . ) , cette Figure eft infcriptible au Cercle. Donc ( §. 12 . ) 
tous fes Angles font égaux; donc, elle eft régulière. 

Les Figures régulières jouïffent donc de la propriété du Maximum de Surface ,, 
relativement à toutes les Figures de même nom 8c de même Contour. 

Réciproquement. Une Figure régulière a un Contour plus petit qu’une Figure'irrégu- 
lière égale à elle , O ayant le même nombre de Côtés. 

En effet , foient R Si I deux Figures égales Si d’un même nombre de Côtés dont 
l’une R eft régulière , 8c l’autre I eft irrégulière- J’affirme que la Figure R a un Con- 
tour plus petit que la Figure J. 

Soit R' une Figure régulière femblable à R ÔC du même Contour que L 

Donc 
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Donc (}. IJ.), R'> J; mais, 1 = R ; donc K' > R. Mais, R' SC R font 
fcmblables ; donc , L'ont. R ' > Cont. R. Mais , Cont. R' = -font. 1 ; donc , 
Cont. I > Cont. R. C.q.f.d. , . 

Scholie. Apres avoir établi la propriété de Maximum de Surface 8c de Minimum 
■de Contour des Figures régulières , relativement aux Figures irrégulières de même 
nom, je parte à la Comparaifon de ces Figures entr’elles, 8c à l’Influence de la variation 
du nombre de leurs Côtés fur leur Surface ou fur leur Contour, fuivant qu’elles font 
fuppofées ifopérimetres ou égales. 

$. 14. Lemme. Les Surfaces des Figures circonfcrites à un même Cercle font 
tntr'elles comme leurs Contours. En effet , la Surface d’une Figure circonfcrite à un 
Cercle, eft égale à un Triangle qui a pour Hauteur le Rayon de ce Cercle 8c pour 
Bafe le Contour de la Figure. Donc , les Surfaces des Figures circonfcrites à un 
même Cercle font entr’elles comme des Triangles de même Hauteur , 8C qui ont pour 
Bafes les Contours de ces Figures; donc, ces Surfaces font cntr’elles comme ces 
Contours. 

En particulier , la Surface du Cercle eft à la Surface d’une Figure qui lui eft 
circonfcrite , comme le Contour du Cercle eft au Contour de cette Figure. 

5. 15. Lcmmes. i°. Si un Cercle Cr une Figure circonfcriptible à un Cercle font 
ifopérimetres, la Surface du Cercle ejl moyenne géométrique entre cette Figure, & 
une Figure femblable circonfcrite au mime Cercle. 

x 9 . un Cercle Cr une Figure circonfcriptible à un Cercle font égaux ; le Contour 
de celte Figure ejl moyen géométrique entre U Contour du Cercle & le Contour d'une 
Figure femblable circonfcrite au même Cercle. 

Symboliquement. i°. Soit C un Cercle, F une Figure ifopérimètre à ce Cercle 
SC circonfcriptible à quelque Cercle ; ÔC foit F' une Figure femblable à F St circonfcrite 
à C. J’affirme , que F : C = C : F'. 

Démonftration. F : F' = Cont.lF : Com.*F' — Cont. 1 C : Cont^F'. 

Mais ( 5. 14. ) F': C = Cont. F': Cont. C = Cont. l F': Cont. F'xCont. C. 

Donc , F :C = Cont^C : Cont. F'x Cont. C = 

Cont. C : Cont. F' = C : F'. C. q.f. d. i°. 

i°. Soit C = F ; foit F' circonfcrite à C 8c femblable ù F. J’affirme , que 
Cont. C : Cont. F = Cont. F : Cont. F 1 . 

Démonftr. Conr. C : Cont. F'= C : F' = F : F' = Cont. 2 F : Cont. l F'. 

Cont. F': Conr. F = Cont.*F': Cont. F x Cont. F’ 

Donc, Cont. C : Cont. F — Cont.’F : Cont. Fx Cont. F' = 

Cont. F : Cont. F' C. q. f. d. X°. 

F. e 


- fc 
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$• 1 6. Théorème. Le Cercle ejl plus grand qu’aucune Figure rectiligne de mime 
Contour ; & il a un Contour plus petit qu'aucune Figure rccli ligne de même Surface. 

En effet. Dans la Proportion ($.15.1*.)} F:C = C:F'-, C< P; donc, F<C. 

Et dens la Proportion (5.15.1 e .) Cont. C : Cont. F= Cont. F : Cont. F' -, 

ou , Cont. C : Cont. F'= ContSC : Cont. ‘F; 

Cont. C < Cont. F' ; 
donc , Cont. l C < Cont. 'F; 
donc , Cont. C < Cont. F. 

Donc en particulier , le Cercle eft plus grand qu’une Figure régulière de même 
Contour, 8c il a un Contour plus petit qu’une Figure régulière de même Surface. 
Mais les Figures régulières jouiffcnt elles-mêmes des Propriétés de Maximum de Surface 
& de Minimum de Contour, rélativement aux Figures irrégulières de même nom. 
Donc le Cercle jouit de ces Propriétés rélativement à toute Figure reâiligne. 

§. 17. Il découle immédiatement du §. 15 que Us Figures rectilignes ifopirimitres 
Ù circonfcriptibles à un Cercle , font entr’elles en raifon inverfe des Contours ou des 
Surfaces des Figures femblables à elles circonfcrites à un mime Cercle. Et les Contours 
des Figurer rectilignes égales Ù circonfcriptibles à un Cercle , font entr eux en raifon 
fous - doublée des Contours ( ou des Surfaces ) des Figures femblables à elUs , O 
circonfcrites à un même Cercle. 

Donc en particulier, la Comparaifon des Contours des Figures régulières égales 
ayant des nombres différons de Côtés , 8t celle des Surfaces des Figures régulières 
ifopérimetres , font réduites à la Comparaifon des Contours ou des Surfaces des 
Figures régulières refpc&ivcmcnt femblables à elles, circonfcrites à un meme Cercle. 

5. 18. Lemmc. Si on partage un Angle aigu d’un Triangle rectangle en un nombre 
quelconque de Parties égales : Le Côté oppofé à cet Angle cjl partagé en parties inégales , 
d’autant plus grandes, quelles font plus éloignées du fommet de l’Angle droit. 

En effet , ( par la 3*. Prop. du VI e . Livre des Elémens d’Euclide ) , deux Parties 
voifincs font entr 'elles comme celles des Droites qui divifent l’Angle qui Ce terminent 
à leurs Extrémités ; 8c ces Droites font d'autant plus grandes qu’elles font plus 
éloignées du pied de la Perpendiculaire. 

En particulier, fi on répète la Partie la plus éloignée du Sommet de l’Angle droit un 
nombre de fois égal à celui des Parties dans lcfquelles l’Angle eft divifé : On obtient 
une Quantité plus grande que le Côté oppofé à l’Angle divifé. 

5. 19. Les Contours des Figures régulières circonfcrites à un mime Cercle font d’autant 
plus petits que le Nombre des Côtés de ces Figures ejl plus grand. 

V. Soit CA le Rayon d’un Cercle , foient AB, AD , les demi- Côtés de deux Figures 
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-régulières circonfcrites à ce Cercle , dont les nombres de Côtés different d'une Unité', 
& font refpe&ivement n-*-i , 8t n. Partant, les Angles ACB , ACD , font refpec- 
tivement la 8c la —partie de deux Droits ; donc, ces deux Angles font cntr’cux 
comme n ÔC n-t-i ; donc, l’Angle ACD peut être conçu divifé enn- 4 -i parties égales 
dont BCD en cil une. Donc ( j. 18. ) (n-*-t) BD y AD. 

Donc, (n-t-i) AD — (n-t-i) BD < (n-M) AD— AD ; ou , (n-t-t) AB < nxAD. 
Savoir , le demi-Contour de la Figure dont AB cft le dcmi-Côté , eft plus petit que le 
demi-Contour de la Figure dont AD eft le dems-Côté ; ou de deux Figures régulières 
circonfcrites à un même Cercle , 8c dont les nombres de Côtés different d’une Unité, 
celle dont le nombre des Côtés eft le plus grand , a le plus petit Contour ou eft la 
plus petite. Partant ; augmentant fucceftivement d’une Unité le nombre des Côtés -, 
on obtient généralement , que le Contour d’une Figure régulière circonfcrite à un 
Cercle propofé cft d'autant plus petit que le nombre de fes Côtés eft plus grand. 

§. io. Théorème. Les Surfaces des Figures régulières ifopirimètres font d’autant 
plus grandes que le Nombre de leurs Côtés ejl plus grand. Et les Contours des Figures 
régulières égales font d'autant plus petits que le Nombre de leurs Côtés ejl plus grand. 

En effet, i°. Les Figures régulières ifopérimètres font ( §. 17.) en raifon inverfe 
des Contours des Figures femblables à elles circonfcrites à un même Cercle. Mais 
{ §. 19), ces derniers font d’autant plus petits que ces Figures ont plus de Côtés; 
donc, au contraire, les premières font d'autant plus grandes quelles ont plus de Côtés. 

i°. Les Contours des Figures régulières égales , font ( $. 1 7 ) , en railbn fous- 
doublée des Contours des Figures femblables circonfcrites à un même Cercle. Mais 
( $. 19 ), ces derniers font d'autant plus petits que ces Figures ont plus de Côtés; 
donc aufli les Contours des premières font d’autant plus petits qu'elles ont plus de Côtés. 
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CHAPITRE SECOND. 


Des Parallélépipèdes , des Prifmes & des Cylindres. 

$. il. Théorème. De tout les Prifmes de même hauteur, dont la Bafc ejl donnée 
de grandeur & tfefpèce, U Prifme droit a la Surface la plus petite. 

Démonftration. La Surface de chaque Face eft proportionnelle à fa Hauteur; donc 
la Surface de chaque Face eft la plus petite lorfque fa Hauteur eft la plus petite ; 
c'eft-à-dire , lorfqu'cllc eft égale à la Hauteur du Prifme lui-même; c’eft-à-dire, 
lorfque le Prifme eft droit. 

Réciproquement. De tous Us Prifmes dont la Bafc ejl donnée de grandeur & 
d'efpèce , & dont la Surface latérale eft la même ; U Prifme droit a la plus grande 
hauteur ou la plus grande Capacité, 

La Démonftration eft celle des Inverfes, conformément hu §. 7. 

§• il. Théorème. De tous Us Prifmes droits de meme hauteur dont la Bafe eft 
donnée de grandeur ù a Un nombre donné de Côtés-, celui qui a pour Bafc une 
Figure régulière a la Surface la plus petite. 

Démonftration. La Surface d'un Prifme droit de hauteur donnée eft proportionnelle 
au Contour de fa Bafe. Mais ( {. 13 ), la Bafe étant donnée de grandeur &C ayant 
un nombre donné de Côtés , fon Contour eft le plus petit lorfqn'elle eft régulière. 
Donc de tous les Prifmes droits de même hauteur dont la Bafe eft donnée de 
grandeur 8c a un nombre donné de Côtés, celui qui a pour Bafe une Figure régulière 
a la Surface la plus petite. 

J. 13. Théorème. De deux Prifmes droits de même hauteur & à Bafes réguliern 
égales, celui dont la Bafe a un nombre plus grand de Côtés a une Surface plus petite. 
Et en particulier, le Cylindre droit a une Surface plus petite qu'aucun Prifme de 
meme hauteur & de même folidité. ' * 

La Démonftration eft la même que celle du §. précédent , d’après les $§. zo & 16 . 
5 . 24. Théorème. De tour les Prifmes droits de même hauteur dont la Surface totale 
eft la meme fit dont la Bafe a un nombre donné de Côté t : celui qui a pour Bafe une 
Figure régulière eft le plus grand. 

Symboliquement. Soient P Si P' deux Prilines droits de même nom , de même 
hauteur & de même fut face totale ; dont le premier a une Bafe régulière & le fécond 

une 
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tina Bafe irrégulière. J’affirme que la Bafe du premier Prifme eft plus grande que 
la Bafe du fécond. 

Soit P" un Prifme de même hauteur , dont la Bafe foit égale à celle du Prifme 
P' 8c femblable à celle du Prifme P. 

La Surface latérale du Prifme P" eft plus petite que la Surface latérale du Prifme 
P' ( §. 11. )•, donc auffi la Surface totale de P" cft plus petite que la Surface totale 
de P' ; 8t partant ( fupp. ) plus petite que la Surface totale de P. Mais les Prifmes 
P" 8c P ont des Hauteurs égales ÔC des Bafes famblables ; donc , les Dimenfîons de 
la Bafe de P” font plus petites que les Dimenboas de la Bafe de P. Donc, la Bafe 
de P" ou celle de P' cft plus petite que la Bafe de P. Donc , 8tc. . . . 

$. 15, Théorème. De deux Prifmes droits de même hauteur £r de meme furface 
totale , & dont 'les Bafes font régulières j celui dont la Bafe a un nombre plus grand 
de Côtés a la plus grande folidité. Et en particulier, le Cylindre droit cft plus grand 
qu'aucun Prifme droit de mime hauteur O de même furface totale. 

La Démonftration cft la même que celle du Paragraphe précédent , d’après le $. xj. 

Je pafte à déterminer l’Efpècc d’un Prifme droit dont la Bafe eft donnée d’efpcce ; 
de manière que fa Surface (bit la plus petite avec la même Solidité ; 8c réciproque- 
ment , que là Solidité foit la plus grande avec la même Surface. 

§. 16. Théorème. De tous les Parallélépipèdes droits donnés de grandeur celui qui a 
la Surface la plus petite a toutes fes Faces quarrées , ou eft un Cube. Et réciproquement, 
de tous les Parallélépipèdes de mime Surface , le plus grand eft un Cube. 

En effet, par les Paragraphes xx 8c 14, le Parallélépipède droit ayant la plus 
petite Surface avec la même Capacité , ou la plus grande Solidité avec la même 
Surface, a pour Bafe un Quarré. Or, une Face quelconque peut être prife pour 
Bafe ; donc , dans |§ Parallélépipède dont la Surface cft la plus petite avec la même 
Capacité , ou dont la Capacité cft la plus grande avec la même Surface -, deux Faces 
oppofées quelconques font des Quarrés ; donc , ce Parallélépipède eft un Cube. * 

Remarque première. Soit h la Hauteur , 8c foit b le Côté de la Bafe d’un Parallé- 
lépipède droit à Bafe quarrée. Soit b' une moyenne géométrique entre h 8c b ; 8c 
foit fait le Parallélépipède droit dont b eft la hauteur, 8c V le côté de la Bafe quarrée. 

s°. Puifque h:l/ =■ b': b ; hbb = b'b'b . . Donc , ces deux Parallélépipèdes font 
égaux. 

x 9 . Puifque h : fc' = b': b; i*. Si A > ê ; h y b'-, donc, A — b > b' — b. 

1®. Si b > h ; t' > h ; donc , b — h > b — b'. 
Donc , la Différence des Arrêtes du fécond Parallélépipède cft moindre que la Dif- 
férence des Arrêtes du premier. 
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3*. Les Exprcffions des Surfaces de ces deux Parallélépipèdes font# 
zbb -t-^bh , Sc ib'b' 4^ b' ; 
ou, ibb-t-qb'b', Sc zb'b'-t-^bb'. 

Donc, l'Excès de la Surface du premier fur la Surface du fécond eft z(bb — zbb’-hb'b') , 
favoir, le double du Quarrc de la Différence des Côtés des deux Bafes. 

Changeant de même le fécond Parallélépipède en un autre à Bafe quarrée dont 
la hauteur foit b‘ Si le Côté de la Bafe moyen géométrique entre b Si b' ; on obtient 
un troifième Parallélépipède égal aux précédens , dont les Arrêtes font moins inégales 
& dont la Surface eft plus petite. Continuant cette opération , on approche du Cube 
d'autant plus qu'on la pouffe plus loin ; de manière qu’il n'y a aucune Limite à la 
petitefle de la Différence des Arrêtes des Parallélépipèdes auxquels on peut parvenir. 

Remarque fécondé, h Si b étant la hauteur Si le Côté de la Bafe d’un Parallélépipède 
droit à Bafe quarrée ; foit b 1 le Côté du Cube égal à ce Parallélépipède ; favoir , la 
première des deux Moyennes proportionnelles entre b Si h , 8c foit b" la fécondé 
de ces Moyennes. La Surface du Parallélépipède, eft z(bb-+-zbh) ; Sc celle du 
Cube eft zx$b'b'. J’affirme ; que, bb ■+• zbh> jb'b'. 

En effet, puifquc b, b’, b", h, font en proportion; . 

. » 1) + h ^ è'*+- b 

Donc, bb + bh>bb'-hbb" > bb' + b’b' 

Mais , bh = b' b" 

Donc, bb+zbh \ ^ bb' -hb'b 1 4 - b'b 1 ' 

> b'(b + b'-t-b "). 

Mais, b-i-h" > zb' -, donc, 36'; 

Donc , à fortiori , bb -+- zbh > 3 b'b‘. 

On obtient donc cette Propofition ; le Cube a une Surface plus petite qu’un 
Parallélépipède droit à Bafe quarrée égal à lui. Mais un Parallélépipède droit à Bafe 
quarrée a une Surface plus petite qu'aucun Parallélépipède 8t qu’aucun Prifmc qua- 
drangulaire de même hauteur égal à lui. Donc , le Cube a une Surface plus petite 
qu'aucun Prifme quadrangulaire de même folidité. - Et de-Ià , on démontre par la 
méthode des Invcrfes -, que le Cube eft plus grand qu’aucun Prifme quadrangulaire 
de même Surface. 

$. 17. Soit un Cylindre droit ; Sc foit un Prifme droit de même hauteur dont la 
Bafe eft circonfcrite à la Bafe du Cylindre. Ce Prifme eft dit circonfcrit au Cylindre. 

Les Capacités des Prifmes circonfcrits à un même Cylindre droit , font entr'ellet 
comme leurs Surfaces foit totales foit latérales. 
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En effet, les Capacités font cntr'elles comme les Bafes , c’cft-à-dire, ( §. 14), 
comme les Contours des Bafes ; c'eft-à-dire , comme les Surfaces latérales. Donc, 8cc. 

En particulier, la Surface d’un Prifme droit circonfcrit à un Cylindre, efl à la Surface 
du Cylindre comme la Capacité du premier efl h la Capacité du fécond. 

§. 18. Théorème. Le Cylindre d'Archimède a une furface plut petite qu’aucun 
Cylindre droit égal à lui-, & il ejl plus grand qu'aucun Cylindre droit de même Surface . 

Soient C Si C' deux Cylindres droits -, dont le premier eft un Cylindre d’Archimcde 
Sc l’autre ne l’eft pas. 


J’affirme 


Si 


C = C'-, Surf. C < Surf. C 


qUC ’ Si Surf. C = Surf. C' ; C > C. 

Aux Cylindres C Si C' foient circonfcrits des Prifmes droits P Si P" à Bafes quarrécs, 
le premier eft un Cube , Si le fécond n’eft pas un Cube. 

On a la fuite de Rapports égaux. C : P = Surf. C : Surf. P = Bafe C : Bafe P = 
Bafe C': Bafe F=C':P' = Surf. C' : Surf. F. 

i°. SoitC=C'. Puifque C:P=C :P' ; P=F; donc (§.26), Surf.P^Surf.P 1 . 
Mais , Surf.C : Surf. P = Surf. C' : Surf. P 1 ; donc , Surf. C < Surf. C. 

i*. Soit Surf.C = Surf.C'. Puifque Surf.C: Surf.P=iSurf.C' : Surf. P' ; Surf.P=Surf.P'\ 
donc ( $. 16) , P> F -, mais , C:P = C':P'; donc , C>C'. 

§. 19. Théorème. De tous les Prifmes droits dont la Bafe ejl circonfcriptible à un 
Cercle & donnée d’efpèce : Celui dont la Hauteur e/l double du Rayon du Cercle infcrit 
à la Bafe , a la plus petite Surface avec la mime Capacité , & la plus grande Capacité 
avec la même Surface. 

La Démonftration eft la même que celle du Paragraphe précédent , en infcrivant des 
Cylindres aux Prifmes. 

Scholie. Si la Bafe n’eft pas circonfcriptible à un Cercle , le Prifme droit qui jouit 
de la Propriété du Minimum de Surface ou du Maximum de Capacité, eft celui dont la 
Surface latérale eft quadruple de la Surface d’une Bafe, ou celui dont la Surface latérale 
eft les deux tiers de la Surface totale. 

Corollaire. De tous les Prifmes droits dont les Bafes font circonfcriptibles à un Cercle 
& données d’efpèce -, celui dont la Hauteur e/l égale au Rayon du Cercle infcrit à la 
Bafe, ejl tel, que, il a la plus petite Surface, une Bafe non comprife avec la meme 
Solidité -, & réciproquement , la plus grande Solidité avec la même Surface , une Bafe 
non comprife. 

En effet , la Partie énoncée de la Surface de ces Prifmes , 8c leur Solidité , font 
l’une & l’autre les Moitiés de la Surface totale 8t de la Solidité des Prifmes de même 
Bafe 6c d’une Hauteur double. Donc , &c. 
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Scholit. La Proportion contenue dans ce Corollaire ( appliquée au Cas particulier 
où laBafe cft un Hexagone régulier), efl le Fondement d'un Minimum Mmimorum 
relatif aux Alvéoles des Abeilles, qui fait le principal objet de ma Didertation, publiée 
dans les Mémoires de Berlin pour 1781 , 8c dans ma Relatio , Cfc. 

Comme je défirois traiter en même teins d'une manière complette cette Application 
intéreffante des Mathématiques à l’Hilloire naturelle , M. Le Sage me permit d’y 
joindre fes propres Recherches fur la nature du Fonds des Ah éoles qti’il m'avoit déjà 
communiquées , & qui dévoient faire partie d’une Théorie des Caufes finales , dont 
fes autres Travaux ont jufqu’à préfent retarde la Rcdaélion 8c la Publication , quoiqu’il 
l'ait développée , il y a près de vingt ans , à moi ÔC à quelques-uns de nos Compatriotes. 

■ — . , T 


CHAPITRE TROISIEME. 

Des Pyramides & des Cônes . 

J. 30. Définition. Si la Bj# d’une Pyramide efl circonfcriptible à un Cercle; St fi 
le Pié de la Hauteur efl au Centre de ce Cercle : J'appelle cette Pyramide droite. 

Dans une Pyramide droite tomes Les Faces ont une meme Hauteur , St font éga- 
lement inclinées au Plan de la Bafe. 

Thcorcme. Soient deux Pyramides de même hauteur , dont les B a fes font égales tant 
en Surface qu'en Contour ; que l'une fait droite Cf que l’autre ne le foit pas : j'affirme 
que la Surface de la première Pyramide efl plus petite que la Surface de la fécondé. 

Soit ABCDE * LM N la Bafe d’une Pyramide oblique ; foit P le Pié de la 

Hauteur de cette Pyramide ; ÔC S fon Sommet. Soit dccompofée la Baie en Trian- 
gles ayant leur Sommet commun au Point P , 8t ayant pour Bafcs les Côtés 
AB, BC , CD, DE LM, MN , NA, de la Figure. 

Sur le Plan de la Bafe foit menée une Droite indéfinie , fur laquelle fuient portées 

des Droites A' B’, B'C', CD', D'E', L'M', M'N', N'A ' relpcâivcment égales 

aux Côtés de la Bafe (* ). 

Sur 


(*) Pour la commodité, je défignerai par une même lettre P' les Sommets de tous les 
Triangles conllniits fur des Parties de la Ligne A'A“ ; quoique ces Sommets foient différent. 
Je crois que le Développement de cette Propofition fondamentale peut être compris aifément Cuis 
voc Figure , à Laquelle le Lcûcur peut fupplécr , s’il le croit nécefiâire. 
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Sur les Droites , foient faits dans égaux aux Efpaccs 

] le même Plan, 

desTrianglcs, 1 

A : C' ..'... . A'P’C APBC 

AIT A'P'D' APBCD 

Ai! A'P'L' APBCDE 

Xl! A'P'L’ APBCDE -L 

AM' A'P'M' . ..... APBCDE- LM 

AN' ...... A'P'N' APBCDE-- LMN 

A A" AP' A' APBCDE-- LMN A. 


De tous les Sommets P' foient élevées au même Plan des Perpendiculaires PS*, 
égales à la Hauteur PS de la Pyramide propofée. Et foient conçues des Pyramides , 
ayant pour Hauteur P'S', & pour Bafcs les Triangles AP C' , A'P'D', AP'E', — 
.— A'P'L', A'P'M', A'P'N', AP' A". 

Il découle immédiatement du J. premier que la Face A'S'C' eft plus petite que la 
fomme des Faces ASB, BSC. 

En effet, la Somme des Triangles APB, BPC cfl égale à la Somme des Triangles 
A'P'B' , B'P'C -, favoir la Somme des Rcâanglcs des Côtés AB, BC , par les 
Hauteurs des Triangles APB , BPC , eft fuppofée confiante , Sc égale au Reûangle 
de la Somme de ces Côtés par la Hauteur du Triangle A'P'C'. 

Ces Hauteurs font les Jambes des Angles droits de deux Triangles reâanglcs , dont 
l’autre Jambe de l’Angle droit eft SP, & la Somme des Faces ASB, BSC, eft 
proportionnelle à la Somme des Reâangles des memes Côtés par les Hauteurs de ces 
Faces qui font les Hypothénufes de ces Triangles. Donc, ( $. premier ) , la Face 
A'S’C' eft plus petite que la Somme des Faces ASB, BSC. 

De même la Face A'S'D' eft plus petite que la Somme des Faces A'S'C', S{ CSD-, 
& à plus forte raifon , plus petite que la Somme des Faces ASB , BSC, CSD. 

De même la Face A'S'E' eft plus petite que la Somme des Faces A'S'D' , 8t DSE; 
il à plus forte raifon, plus petite que la Somme des Faces ASB, BSC, CSD , DSE. 

La Face A'S'M' eft plus petite que la Somme des Faces A'S'L' , LS Af; & à plus 
forte raifon , plus petire que la Somme des Faces ASB , BSC , CSD , DSE-- - LSM. 

La Face A'S'N' eft plus petite que la Somme des Faces A'S'M ' , MSN ; & à plus 
forte raifon , plus petite que la Somme des Faces ASB, BSC, CSD, USE-- LSM, MSN. 

Et enfin, la Face A' S'A" eft plus petite que la Surface latérale de la Pyramide 
ayant pour Bafe ABCDE - - LMN A. 

Or la Face AS' A" eft égale à la Surface de toute Pyramide droite de même 
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hauteur que la Pyramide oblique propofée , 8t dont la Bafe eft égale à la (ienne tant en 
Surface qu’en Contour. Donc, la Surface latérale d’une Pyramide droite eft plus petite 
que la Surface latérale d'une Pyramide oblique de même hauteur, dont la Bafe eft 
égale à la fienne tant en Surface qu’en Contour. 

En particulier , fi la Ba/e d’une Pyramide eft circonfcriptible à un Cercle , la 
Pyramide droite confiruitc fur cette Bafe a une Surface plus petite qu'aucune Pyra- 
mide oblique de même hauteur confiruite fur la mime Bafe. 

Or un Triangle eft toujours circonfcriptible à un Cercle.' Donc en particulier, 
de toutes les Pyramides triangulaires de même Bafe & de même Hauteur , la Pyramide 
droite a la Surface la plus petite. Item , une Figure régulière eft toujours circonf- 
criptiblc à un Cercle ; donc auftî, une Pyramide droite à Bafe régulière a une Surface 
plus petite qu’une Pyramide oblique de même Hauteur, confiruite fur la même Bafe. 

Remarque. Le Développement de la Propplition précédente parott tout particu- 
liérement rélatif aux Pyramides obliques dont le Pié de la Hauteur eft au-dedans de 
leurs Bafcs. Mais il s'applique aifément, à plus forte raifon , aux Pyramides dont le 
Pié de la Hauteur eft hors de leurs Bafes. La facilité avec laquelle on peut tirer cette 
Conclufion à fortiori, me paroît rendre fuperflu tout détail fur cet objet. 

§. jr. Théorème. Soient deux Pyramides droites de même hauteur dont les Bafes 
font égales & de même nom : Que l'une de ces Bafes fait régulière , tandis que l'autre 
ne l’ejl pas. J’affirme ; que , la Surface de la Pyramide à Bafe régulière ejl plus petite 
VL que la Surface de la Pyramide à Bafe irrégulVere. 

Les Bafes étant circonfcriptibles à des Cercles ; leurs Surfaces font proportionnelles 
aux Rcûangles de leurs Contours par les Rayons de ces Cercles. Mais ( $. 13.) les 
Bafes étant égales 8c de même nom ; le Contour de la Bafe régulière , eft plus petit 
que le Contour de la Bafe irrégulière -, donc , au contraire , le Rayon du Cercle 
inferit à la Bafe régulière eft plus grand que le Rayon du Cercle inferit à la Bafe 
irrégulière. 

Soit donc SC la Hauteur commune des deux Pyramides. Soit CR le Rayon du Cercle 
inferit à la Bafe régulière ; 8c CR' le Rayon du Cercle inferit à la Bafe irrégulière. 
Les Droites SR , SR 1 , feront les Hauteurs des Faces de ces deux Pyramides. 
Soient défignés par Cont. CR , Cont. CR', les Contours des Bafes. Il faut prouver 
que Cont. CR x SR K. Cont. CR 1 x SR’. Soit R S 1 parallèle à SR. 

Les Triangles SCR, S’ CR’, font femblables ; donc, SR : SR'= CR : CK' = 
Cont. CR': Cont. CR. Donc, SRxCont.CR = S'R' x Cont. CR' ; mais, S'R'<SR'; 
donc, SR x Cont. CR < SR'x Cont. CR'. Donc , la Surface de la Pyramide à Bafe 
régulière , eft plus petite que la Surface de la Pyramide à Bafe irrégulière. 


Digitized by Google 


( n9 ) 

$. }i. Théorème. De deux Pyramide t droites de même hauteur, dont les Bafes 
régulières font égales , mais ont des nombres différent de Côtés ; celle dont la Bafe a 
le plus grand nombre de Côtés a la Surface la plus petite. 

La Démonftration eft précifèment la même que celle du Paragraphe précédent •, 
en partant du $. 10. 

En particulier , le Cône droit a une Surface courbe plus petite que la Surface latérale 
d'une Pyramide de meme hauteur, Cf dont la Bafe ejl égale à la fienne (d’après le §. i < 5 ). 

§. 3 j. Les Inverfes des Propofiiions précédentes fe démontrent toutes de la même 
manière , par la méthode générale des Inverfes. 

i°. De deux Pyramides l'une droite Cf l’autre oblique , dont les Bafes font égales 
tant en Surface qu'en Contour, Cf dont les Surfaces latérales font égales-, la Pyramide 
droite a une plus grande hauteur ou une plus grande folidité ; Cf la Hauteur Cf les Sur- 
faces totales étant les mêmes , la Bafe de la Pyramide droite efl la plus grande. 

i°. De deux Pyramides droites de même Surface latérale , dont les Bafes font égales 
& de même nom, de manière que l'une efl régulière Cf l'autre ne l'efl pas ; la Pyramide 
à Bafe régulière a une Hauteur plus 'grande ; Cf la Hauteur Cf les Surfaces totales étant 
les mêmes, la Pyramide régulière a une plus grande Bafe. 

3°. De deux Pyramides à Bafes régulières de nombres différent de Côtés ; fi les Bafes 
& les Surfaces latérales font égales , celle dont la Bafe a le plus grand nombre de Côtés 
a la plus grande hauteur-, Cf fl les Hauteurs & les Surfaces totales font égales, la Bafe 
dont le Nombre des Côtés efl le plus grand efl U plus grande. En particulier, un Cône 
droit efl plus grand qu’aucune Pyramide de mime Bafe Cf de même Surface, ou qu'au- 
cune Pyramide de même Hauteur Cf de même Surface. 

5 . 34. Il refie à déterminer l’Efpèce d’une Pyramide droite à Bafe donnée d’Efpèce, 
8c celle d'un Cône droit, pour que leur Surface foit la plus petite avec la même Solidité, 
êc réciproquement. • 

Or , par le Paragraphe 31, la Pyramide triangulaire de la plus petite Surface avec 
la même folidité , doit avoir pour Bafe un Triangle équilatéral -, 6c dans une Pyramide 
triangulaire, chaque Face peut être prife pour Bafe. 

Donc, la Pyramide triangulaire de la Surface la plus petite avec la même Solidité, 
eft telle, que l’une quelconque de fes Faces eft un Triangle équilatéral ; donc cette 
Pyramide eft le Tétrahèdre. 

De -là -, en procédant fu*£lcs Cônes & les Pyramides, de la même manière que j’ai 
procédé dans le Chapitre précédent fur les Cylindres 8C les Prifmes , on peut déterminer 
l’Efpècedu Cône droit, 8c celle d’une Pyramide droite, de manière que leurs Surfaces 
foient les plus petites avec la même Solidité -, 8c réciproquement. 
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Quoique ce Procédé me paroifle rigoureux: Cependant, on y montre plutôt une 
Propriété dont doit jouir la Figure de la plus petite Surface , qu’on ne montre que la 
Figure qui jouit de la première Propriété jouit auflï de la féconde ; & il feroit, je crois, 
long & pénible d’illuftrer cette Propriété du Tétrahèdrc régulier, par des Eclaircifle- 
œens analogues à ceux qui font contenus dans le Paragraphe fixième. Je crois donc 
devoir développer un autre moyen de déterminer l’Efpèce du Cône donné de grandeur 
dont la Surface eft la plus petite ; d'où l'on conclut aifément l’Efpèce des Pyramides 
qui jouiifent de la Propriété du Minimum. 

g. 35. Lemme premier. Les Surfaces des Cônes droits circonfcrits à une Sphère, font 
entr’elles comme leurs Solidités. 

En effet; ces Solides font égaux ù des Cônes droits dont la Hauteur efl égale au 
Rayon de la Sphère inferite , St dont les Bafes font égales à leurs Surfaces totales. 

Lemme fécond. La Surface ou la Solidité d’un Cône droit circonfcrit à une Sphère, 
tjl en raifon doublée de la Hauteur du Cône , & en raifon inverfe de l’Excès de la 
Hauteur fur le Diamètre de la Sphère ; ou elle varie comme la troifïème proportionnelle 
à l’Excès de la Hauteur fur le Diamètre , & à la Hauteur. 

Soit SAX le Triangle reéfangle générateur d’un Cône droit ; fbit A'TA le demi- 

Cercle générateur de la Sphère inferite : J’affirme ; que, la Surface ou la Solidité de 

/SS 1 

ce Cône, efl proportionnelle à — . 

En effet ; foit mené le Rayon CT au Point de Contaft du demi-Cercle St de SX. 

Les Triangles, SAX, STC, font femblablcs ; donc , AX : SX — LT : SC. 

De là , AX : AX -+■ SX = CT : AS. 

Donc , AX 1 : {AX+SX) AX = CT : AS. 

Mais, CT‘: AX 1 = ST':AS> 

. = ASxA'S : AS* 

= AS: AS. 

Donc , CT 1 : AX(AX-t-SX) = CTxA'S : AS*. 

Donc, AX(AX-+-SX)=CTx^. 

Mais , la Surface du Cône eft proportionnelle an premier Membre de cette Equations 
donc , elle efl auflï proportionnelle au fécond ; favoir, à ; ou , à une troifïème 
proportionnelle à A'S Si AS. 

Lemme troifïème. La Différence de deux Droites étant donnée ; la troifième pro- 
portionnelle à la plus petite 8c à la plus grande d’entr’ellc* eft la plus petite , lorfquç 
la plus grande de ces deux Droites eft double de l’autre. 

Soient AS Si A'S deux Droites dont la Différence AA‘ eft donnée; Et foit AC une 
troifïème proportionnelle à A'S Si AS. J’affirme que , AC eft la plus petite , lorfquc 

AS eft double de A'S . • . 

En effet , 
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En effet , puifque AC : AS = AS : A'S ; 

AC : AC — AS = AS : AS — A'S ; ou , AC : CS = AS : AA'. 

Donc, CS x AS = ACxAA'. Mais , CS x AS ~ AC 1 . 

Donc , ACxAA'^AC*-, donc^AA'^AC; ou, AC^qAA 1 . 

Donc, la plus petite Valeur de AC eft detre quadruple de AA\ 8c alors CS=AS—iAA . 

j. 3 6. C.orollaire. De tout les Cônes droits circonfcrits à une même Sphère , le plus 
petit ejl celui dont la Hauteur ejl double du Diamètre de la Sphère inferite. De-Ià • 
la Diftance du Centre de la Sphère au Sommet du Cône eft triple du Rayon de la Sphère; 

& de-!à encore, le Côté du Cône eft triple du Rayon de la Bafè. 

Réciproquement. La Surface totale d’un Cône droit étant donnée , la Sphère qui lui 
ejl inferite efl la plus grande lorfqüe le Côté de ce Cône eft triple du Rayon de la Bafe. 

La Démonftration eft la même que celle des Inverfes, Si conforme au J. 7. En 
effet; foient C Si C' deux Cônes droits de même Surface totale; que les Rayons des 
Sphères qui leur font inferites foient R 8c R" ; que le Côté du Cône C foit triple 
Rayon de la Bafe , tandis que cela n’a pas lieu dans le Cône C', foit C" un Cône fem- 
blablc à C Si circonfcrit à la même Sphère que C 1 . 

Par la direfte ; Surf. C" K. Surf.C donc, Surf C" < Surf. C ; Mais , C" Si C 
font femblables ; donc , toutes les Dimenflons de C" font plus petites que les Dimenfions 
correfpondantcs de C ; donc , en particulier , le Rayon de la Sphère inferite à C" ou à C' 
eft plus petit que le Rayon de la Sphère inferite à C. 

De même; la Solidité d’un Cône droit étant donnée, la Sphère inferite eft la plus 
grande lorfque le Côté du Cône eft triple du Rayon de la Bafe. 

f. 37. Théorème. De tous les Cônes droits de même Surface totale , le plus grand eft 
celui dont le Côté eft triple du Rayon de la Bafe ; & réciproquement, de tous les Cônes 
droits égaux , celui dont le Côté eft triple du Rayon de la Bafe a la Surface la plus petite. 

Démonftration. Parle §. 35. Lemme premier, la Solidité d’un Cône droit eft en 
raifon compolèe de fa Surface totale 8 1 du Rayon de la Sphère inferire ; donc , la * 
Surface totale étant donnée , la Solidité eft proportionnelle au Rayon de la Sphère 
inferite ; donc, la Solidité eft la plus grande lorfque le Rayon de la Sphère eft le plu* 
grand ; c’eft-à-dire , lorfque le Côté du Cône eft triple du Rayon de la Bafe ( f. 3 6. ). 

Item ; la Solidité étant donnée , la Surface eft en raifon inverfe du Rayon de la 
Sphère inferite ; donc , elle eft la plus petite lorlque ce Rayon eft le plus grand ; c’eft- 
à-dire, lorfque le Côté du Cône eft triple du Rayon de la Bafe ( §. 36 ). 

J. 38. Définition. Si la Bafe d’une Pyramide droite eft circonfcrite à la Bafe d’un 
Cône droit , & fi ces deufc Solides ont une même hauteur , la Pyramide eft dite cit- 
tonferite au Cône. 

Hh 
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Lcmme. Les Surfaces- fait totales / bit latérales des Pyramides circonfcrises à un mime 
Cône, font entr elles comme leurs Solidités ; & en particulier , la Surface d'une Pyra- 
mide circonfcrite à un Cône , eft à celle de ce Cône , comme la Solidité de la Pyramide 
eft à la Solidité du Cône ; & ces Rapports font égaux à celui des Surfaces ou des 
Contours des Bafes. 

La Démonftration eft la même que celle du §. 27. 

Théorème. La Bafe d'une Pyramide droite étant donnée d’Efpèce : La Solidité de 
cette Pyramide ejl la plus grande avec la même Surface ■, Cf au contraire , la Surface efl 
la plus petite avec la même Solidité ; lorf<{ue la Hauteur d'une Face ejl triple du Rayon 
du Cercle infcrit à la Bafe. 

Soient P 8t P' deux Pyramides droites à Bafes femblables ; que la Hauteur d’une 
Face dans P foit triple du Rayon du Cercle infcrit à la Bafe, 6c que cela n'ait pas lieu 
dans la Pyramide P'. 

J'affirme ; que , i°. Si Surf. P = Surf. P 1 ; P > P' 

2°. Si P = P'; Surf. P < Surf. P’. 

Dêmonjlration. Soient C 8 c C' les Cônes droits inferits aux Pyramides P & P'. 
Dans le Cône C , le Côté eft triple du Rayon de la Bafe, 81 cela n’a pas lieu dans le Cône C '. 
Donc , fi C=C‘, Surf. C < Surf. C' ; 8c fi Surf. C = Surf. C ; C> C ( §. 37 ). 
Or, i°.Surf.P:Surf.C=: Surf.P': Surf.C' ; donc, fi Surf.Pz=zSurf.P' \ Surf.C=Surf.C'. 
Donc , C > C' ; Mais , P : C = P' : C' ; donc , P > P'. 

2°. P:C = P':C' i donc, fl P = P'; C — C 1 -, donc, Surf. C < Surf. C' ; 
Mais , Surf. P : Surf. C = Surf. P 1 : Surf. C'. Donc , Surf. P < Surf. P\ 

En particulier , le Tétrahcdre régulier jouit de la Propriété du Minimum de Surface 
avec la même Capacité , Cf du Maximum de Capacité avec la même Surface-, relative- 
ment à toutes les Pyramides droites à Bafes triangulaires équilatérales ; & à plus forte 
raifon, rélativement à toute autre Pyramide triangulaire. 

Scholie. Dans l’Ouvrage dont je donne l’Abrégé , je détermine le Cône droit dont 
la Surface courbe eft la plus petite avec la même Solidité; 8c réciproquement, la 
Solidité la plus grande avec la même Surface courbe; Sc je trouve que la Hauteur de 
ce Cône eft au Rayon de fa Bafe , dans le Rapport de la Diagonale d’un Quarré à fon 
Côté ; 8c j’en fais l'Application aux Pyramides , & aux Fufeaux Coniques 8t Pyramidaux. 
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CHAPITRE QUATRIEME. 

De la Sphère. 

f. 39. Si un Solide terminé par des Surfaces planes feulement, ou en partie par 
des Surfaces planes Si en partie par des Surfaces courbes de Cylindres 8c de Cônes 
droits ou entièrement par ces dernières, cft tel ; que toutes fes Faces planes, ou tous 
les Côtés de fes Surfaces Cylindriques ou Coniques , touchent cette Sphère ( ou la tou- 
chcroicnt étant prolongées s'il cil néceflafre ). Ce Solide eft dit circonfcrit à une Sphère. 

Lemme. Si un Solide eft circonfcrit à une Sphère, fa Capacité eft égale à celle 
d'une Pyramide du d'un Cône , dont la Bafe eft égale à la Surface du Solide , Si dont la 
Hauteur eft égale au Rayon de la Sphère. Et partant; la Capacité d'un Solide circonf- 
crit à une Sphère , eft à la Capacité de la Sphère , comme la Surface de ce Solide ejl à la 
Surface de la Sphère. 

5. 40. Lemmes. i°. La Capacité de la Sphère ejl à la Capacité d'un Solide de meme 
Surface Cr circonfcriptible à une Sphère, comme le Rayon de la première Sphère ejl au 
Rayon de la fécondé. 

i°. La Surface de la Sphère ejl à la Surface d'un Solide égal à elle & circonfcriptible 
à une Sphère , comme le Rayon de la fécondé Sphère ejl au Rayon de la première. 

Soit S une Sphère , P un Solide circopfcriptible à une Sphère S & foient R Si R 1 
les Rayons de ces Sphères. i°. Si Surf. S = Surf. P ; 5 : P = R: R' 

i°. Si S = P ; Surf. S : Surf. P = R': R. 

Démonjlration. t°. S‘ : P = Surf.S': Surf. P (§. 39) = Surf. S’: Surf. S (Supp.) = 
= R‘‘:R‘=RxR.R 
Mais , S : S 1 = = R . : R' 

Donc , S : P = R'x R : R' = R : R' ( C. q.f. d. l». 

1®. Surf. S' : Surf. P — S' : P ( J. 39 ) = S' : S ( Supp. ) 

= r'.r 

Mais , Surf. S : Surf. S'= R : R'' = R : R’x R 

Donc, Surf. S : Surf. P • = R’ : R’x R = R’ : R { C. q.f. d. 1®. 

J. 41. Théorèmes, i*. La Sphère ejl plus grande qu'aucun Solide de meme Surface 
circonfcriptible à une Sphère. 

i 0 , La Sphère a une Surface plus petite qu'aucun Solide de meme Capacité , cir- 
confcriptible à une Sphère. 
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Démonftration. i*. ( Par le J. 40. i°. ) » la Capacité de la Sphère eft à la Capacité 
d’un Solide de même Surface 8c circonfcriptible à une Sphère , en raifon fous-doublée 
de la Surface de la première Sphère à la Surface de la fécondé; c’cft-à-dire , ( ftipp. ) 
en raifon fous-doubléc de la Surface du Solide à la Surface de la Sphère qui lui eh int- 
ente. Mais le dernier Rapport , eh un Rapport de plus grande inégalité ; donc auflï le 
premier Rapport eft un Rapport de plus grande inégalité ; ou , la Capacité de la Sphère 
cft plus grande que la Capacité d’un Solide de même Surface 8c circonfcriptible à 
une Sphère. 

i°. ( Par le §. 4c. i°. ) , la Surface de la Sphère eft à la Surface d’un Solide égal 
à elle 8< circonfcriptible à une Sphère , en raifon fous-triplée de la Capacité de la 
fcconde Sphère à la Capacité de la première; c'eft- à-dire , en raifon fous-triplée de la 
Capacité de la Sphère inferite au Solide, à la Capacité de ce Solide. Mais le dernier 
Rapport eft un Rapport de plus petite inégalité ; donc auffi , le premier Rapport eft un 
Rapport de plus petite inégalité; ou, la Surface de la Sphère eft plus petite que la 
Surface d’un Solide égal à elle 8 C circonfcriptible à une Sphère. 

§. 41. Corollaire. Si un Prifme , un Cylindre , une Pyramide ou un Cône font égaux 
à une Sphère ou ont la même Surface qu'elle : Demi le premier Cas ; la Surface de la 
Sphère eft plus petite que les Surfaces de ces Solides ; & dans le fécond Cas , la Capacité 
de la Sphère cft plus grande que la Capacité de ces Solidis. 

En effet. Le Cylindre d’Archimède eft circonfcripiible à une Sphère. Donc , la 
Sphère de même Surface que le Cylindre d'Archimède eft plus grande que lui ; 8 C 
la Sphère égale au Cylindre d’Archimède a une Surface plus petite que lui. Mais , le 
Cylindre d'Archimcdc a une Surface plus petite qu’aucun Prifme & qu'aucun Cylindre 
de même Capacité ( $. z*. ) , ftc »1 eft plus grand qu’aucun Cylindre 8c qu’aucun Prifme 
de même Surface. Donc , à plus forte raifon , la Sphère jouît de la Propriété du 
Maximum de Capacité ou du Minimum de Surface, relativement à tout Prifme 8c à 
tout Cylindre de même Surface ou de même Capacité. Et le même raifonnement 
s’applique aux Pyramides & aux Cônes, en fubftituar.t au Cylindre d'Archimède le 
Cône tétrahédral. 

Scholie. Dans l’Ouvrage dont je donne l’Abrégé , je démontre que la Sphère jouît 
de la Propriété du Minimum de Surface avec la même Solidité , 8c réciproquement , 
rélativemcnt à un Solide quelconque ; 8c je fais diverfes Applications aux Solides de 
Révolution , aux Solides réguliers , fcc. Mais, mon plan de brièveté m’engage à y 
renvoyer le Leûeur , 8c à terminer ici cet Abrégé. 

Jê me propofe à préfenr de m’occuper tout particuliérement des Améliorations dont 
eft fufceptiblc mon Expofttion des Principes des Calculs Supérieurs , couronnée par l’Aca- 
démie Royale de Prutfj. Si les Mathématiciens auxquels cet Ouvrage eft parvenu 
veulent bien mo communiquer des Remarques tendantes à en diminuer les imperfcâions, 
j’en profiterai avec rcconnoiifance. 

FIN. ** 
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